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Notations

� X Espace de Banach avec sa norme ‖.‖

� D(A) Le domaine de l'opérateur linéaire A

� L(X) L'espace des opérateurs linéaires bornés(continues) de X dans X

� I L'opérateur identité sur X

� (T (t))t≥0 Une famille à un paramètre d'opérateurs linéaires bornés de X dans X

� ρ(A) L'ensemble résolvant de l'opérateur A

� R(λ,A) La résolvante de A en λ ∈ ρ(A)

� C(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω, muni de la norme

‖u‖C(Ω) = sup
x∈Ω

|u(x)|

� Sθ,w Le secteur d'angle θ et de constante w

�

∑
α

Le secteur d'angle α

Soit J un intervalle quleconque de R

� B(J ;X) L'espace des fonctions bornées, muni de la norme

‖f‖B(J ;X) = sup
x∈J
‖f(x)‖X

� C(J ;X) L'espace des fonctions continues , muni de la norme

‖f‖C(J ;X) = ‖f‖B(J ;X)

� Ck(J ;X) L'espace des fonctions dont les dérivées jusqu'à l'ordre k sont continues

et bornées, muni de la norme ‖f‖Ck(J ;X) =
k∑
i=0

∥∥f i∥∥
B(J ;X)

avec k ∈ N

� Cb(J ;X) L'espace des fonctions continues et bornées C(J ;X) ∩B(J ;X)

� DA(γ,∞) L'espace d'interpolation

� Lp(J ;X) L'espace des p integrable au sense de Bochner
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Introduction

Dans ce mémoire on s'intéresse par les di�érentes types des solutions (classique, stricte et
mild) pour des équations di�érentielles abstraites du premier et deuxième ordre.
Les équations di�érentielles abstraites sont des équations di�erentielles dont les co�cients sont
des opérateurs (non bornés mais au moins fermés) sur un espace de Banach.
De nombreux auteurs ont étudié ce genre d'équations ; citons en premier les travaux de E.Hille
et Nagy 1938. En 1948 ; E.Hille et K.Yoshida ont résolu le problème de Cauchy abstrait suivant

(PCH)


u′(x) = Au(x), x ∈ (0,+∞)

u(0) = u0,

où A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach X, u0 ∈ X. La résolution de
problème de Cauchy homogène (PCH) a permis d'associer à l'opérateur A, un opérateur linéaire
borné exA pour tout x ≥ 0, ce qui est connu par la théorie des semi-groupes.
On peut écrire plusieurs problèmes d'EDP sous la forme du problème de Cauchy abstrait ; plutôt
équation di�érentielle abstraite, par exemple ; l'équation de la chaleur dans le cas linéaire s'écrit
sous la forme suivante

(1)


ut(t, x) = uxx(t, x) + f(t, x), 0 ≤ x ≤ 1, 0 < t ≤ T,

u(t, 0) = ut,1 = 0 0 ≤ t ≤ T,

u(0, x) = u0(x) 0 ≤ x ≤ 1,

u est inconnue, f et u0 sont des donnés. On peut transmettre le problème (1) à une équation
d'évolution dans un espace de Banach X. On considère le problème (1) et soit

u(t, .) = U(t), f(t, .) = F (t), 0 ≤ t ≤ T

pour tout t ∈ [0, T ], U(t) et F (t) deux fonctions continues dans X.
Le choix de l'espace de BanachX depend du type de la solution ou les propriétés de sa régularité.
Si f et u0 sont deux fonctions continues, alors il est natural de prendre X = C([0, 1]). Ainsi,
on écrit (1) par l'équation d'évolution sur X comme suit

(2)


U ′(t) = Au(t) + F (t), 0 < t ≤ T,

U(0) = U0,

Où A est la dérivée second avec des conditions aux limites de type Dirichlet dans X. Le
problème (2) est appellé le problème de Cauchy abstrait non-homogène sur l'espace C([0, 1]).

iv



v

Le mémoire est composé de trois chapitres.

Chapitre 1 On donne ici certains rappels et certains notions sur les outils principaux qui
ont été utilisée. Dans un premier temps, on parle des espaces de Hölder et leurs propriétés, puis
on rappelera quelques résultats classiques de la théorie des semi-groupes. Ainsi, on présentera
des opérateurs sectoriels et leurs propriétés. A la �n de ce chapitre, on introduit les espaces
d'interpolations.
Chapitre 2 On étudie dans le deuxième chapitre les di�érentes types des solutions du problème
de Cauchy abstrait non-homogène dans le cadre Hölderien et le cadre L1.
Plus précisement, la solution stricte, classique et mild pour que f dans l'espace de Hölder et la
solution classique et mild pour que f ∈ L1((0, 1);X). Ainsi, on présentra l'existence, l'unicité
et la régularité.
Finalement, on donne des applications sur des équations aux dérivées partielles.
Chapitre 3 Dans ce chapitre, on traite deux types des solutions pour une équation di�éren-
tielle abstraite de type elliptique du second ordre avec des conditions non-local sur un espace
de Banach. On donne ces résultats sans détails .



Chapitre 1

Notions fondamontales et préliminaires

Ce chapitre contient des rappels fondamentaux et outils nécessaires à ce travail .

1.1 Espace de Hölder

Dans cette section, on dé�nie les espaces de Hölder et énoncer quelques propriétés impor-
tantes de ces espaces. On considère des fonctions qui possèdent même la caractérisation des
fonctions lipschtizienne.
Soit Ω assez régulier.
On introduit des fonctions de classe CK(Ω) pour tout K ≥ 0 . Soient γ ∈ (0,+∞) et x0 ∈ Ω,
u : Ω −→ R satisfaite la condition suivante

|u(x)− u(x0)| = |u(x)− u(x0)|
|x− x0|γ

|x− x0|γ ≤ sup
x∈Ω,x 6=x0

{
|u(x)− u(x0)|
|x− x0|γ

}
|x− x0|γ, ∀x ∈ Ω

Dé�nition 1.1. Soit γ ∈ (0, 1]. On dit que la fonction u : Ω −→ R est une fonction hölderienne
d'exposant γ s'il existe une constante pγ(u)(x0) telle que

|u(x)− u(x0)| < pγ(u)(x0) |x− x0|γ , ∀x ∈ Ω, (1.1)

et

pγ(u)(x0) = sup
x∈Ω,x 6=x0

{
|u(x)− u(x0)|
|x− x0|γ

}
< +∞.

La constante pγ(u)(x0) peut être dépend de u, Ω, γ et x0.
D'aprés la formule (1.1) les fonctions de Hölder sont continue au point x0 puisque pour tout

ξ > 0, on choisit δ =

[
ξ

pγ(u)(x0)

]1/γ

. Pour γ = 1, la fonction u est lipschtizienne en x0.

Dé�nitions 1.2. � Si u : U −→ R est continue et bornée, on écrit

‖u‖C(U) = sup
x∈U
|u(x)| .

1



CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMONTALES ET PRÉLIMINAIRES 2

� La semi norme de l'ensemble des fonctions γ- hölderiennes de u : U −→ R est

[u]C0,γ(U) = sup
x,y∈U,x6=y

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

}
et la norme de l'ensemble des fonctions γ- hölderiennes est

‖u‖C0,γ(U) = ‖u‖C(U) + [u]C0,γ(U) . (1.2)

Dé�nition 1.3. L'espace de Hölder Ck,γ(U) est l'ensemble des fonctions u ∈ CK(U),
K ∈ N, γ ∈]0, 1] muni de la norme

‖u‖CK,γ(U) =
∑
|α|≤K

‖Dαu‖C(U) +
∑
|α|=K

[Dαu]C0,γ(U) . (1.3)

Théorème 1.1. L'espace CK,γ(U) est un espace de Banach pour la norme (1.3).

Remarque 1.1. Une fonction est dite localement hölderienne sur un intervalle J si pour tout
t ∈ J admet un voisinage dont lequel f est hölderienne.
Si J est compact et f est localoment hölderienne sur J, alors elle est hölderienne.

1.2 Opérateurs linéaires fermés

Dé�nition 1.4. Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur linéaire.

1) A est dit bornée si
D(A) = X et ∃C > 0; ‖Ax‖ ≤ C ‖x‖

et on écrit A ∈ L(X)

2) A est dit fermé si et seulement si son graphe est fermé, i.e
pour toute suite (xn)n ∈ D(A) on a{

xn → x,
Axn → y.

=⇒
{
x ∈ D(A),
Ax = y.

1.2.1 Graphe, ensemble résolvant, spectre et résolvante

Soient X un espace de Banach, D(A) le domaine de l'opérateur linéaire A ; est
A : D(A) ⊂ X −→ X.

Dé�nition 1.5. le graphe d'un opérateur linéaire A est le sous-espace de X×X qui donné par

G(A) = {(x,Ax);x ∈ D(A)} ⊂ X ×X.
Dé�nition 1.6. � On appelle ensemble résolvant de A, qu'on note ρ(A), l'ensemble

ρ(A) =
{
λ ∈ C, λI − A : D(A) −→ X est bijectif et (λI − A)−1 : X −→ D(A) est borné

}
.

Si A est fermé, alors d'aprés le théorème du graphe fermé on a

ρ(A) = {λ ∈ C, λI − A : D(A) −→ X est bijectif} .

� Le spectre de A est l'ensemble σ(A) = C/ρ(A).

� Pour λ ∈ ρ(A), l'opérateur linéaire borné R(λ,A) = (λI − A)−1 est appelé la résolvante
de A au point λ.
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1.3 L'intégrale de Dunford

1.3.1 Formule de Cauchy

Dé�nition 1.7. Soit U un ouvert de C . On note H(U) (l'espace des fonctions holomorphes
de U dans C). Pour f ∈ H(U), K un compact à bord de U et z0 à l'intérieur de K, la formule
de Cauchy est donnée par

f(z0) =
1

2iπ

∫
Γ

f(λ)

λ− z0

dλ,

où Γ est le bord positivement orienté de K.

1.3.2 Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s'appuie sur la formule précédente pour
construire f(T ) où T est un opérateur linéaire fermé et f est holomorphe. Plus précisément si
T ∈ L(X) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de σ(T ) (le spectre de T ), alors on
dé�nit l'intégrale de Dunford-Riesz par

f(T ) =
1

2iπ

∫
Γ

f(λ)(λI − T )−1dλ,

où Γ est le bord positivement orienté d'un compact à bord K contenant σ(T ) et contenu dans
U .

Propriété de l'intégrale de Dunford

Théorème 1.2. Soient f, g ∈ H(T ) et T ∈ L(X), alors f. g ∈ H(T )
et

f(T )g(T ) = (f.g)(T ) =
1

2iπ

∫
Γ

f(λ)g(λ)(λI − T )−1dλ.

1.4 Semi-groupe analytique

Cette section est consacrée, d'avoir les semi-groupes analytique d'abord on savoir qu'est
un semi-groupe puis on présentra les C0 semi-groupes et leur générateur in�nitésimal. Ceci
nécessaire puisqu'un semi-groupe analytique est un C0 semi-groupe qui possède des propriétés
supplémentaires.
Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach complexe. Dans cette section, on considère (T (t))t≥0 une
famille d'opérateurs linéaires bornés dé�nis sur X.

Dé�nitions 1.8. � La famille (T (t))t≥0 est appelée semi-groupe si on a

1) T (0) = I.

2) ∀s, t ∈ R+, T (s+ t) = T (s)T (t).
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� Un semi-groupe (T (t))t≥0 d'opérateurs linéaires bornés sur X est dit uniformément
continue sur X si

lim
t→0+
‖T (t)− I‖ = 0, (1.4)

(cette propriété est appélée la forte continuité en zéro).

� Le semi-groupe (T (t))t≥0 est dit fortement continu si

lim
t→0+

T (t)x = x.

Un semi-groupe fortement continu est noté C0 semi-groupe.

Corollaire 1.1. Soit (T (t))t≥0 un C0 semi-groupe. Alors, pour tout x ∈ X, t 7−→ T (t)x est
une fonction continue de R+ dans X, i.e pour tout t0 ∈ R+

lim
t→t+0
‖T (t)x− T (t0)x‖ = 0.

1.4.1 Générateur in�ntésimal

A un C0 semi-groupe (T (t))t≥0 on associe un opérateur appelé le générateur in�nitésimal.
Celui-ci peut être obtenue comme la dérivée à droite en 0 de la fonction t 7−→ T (t)x, pour tout
x ∈ X est continue, mais ne sont pas nécessairement di�érentiables. On doit alors se restreindre,
pour cette section, aus éléments de X pour lesquels la dérivée voulue existe. Ainsi, on obtient
le générateur in�ntésimal qui n'est pas dé�ni partout.

Dé�nition 1.9. Le générateur in�nitésimal du C0 semi-groupe (T (t))t≥0 est l'opérateur A dé�ni
par 

D(A) =

{
x ∈ X; lim

h→0+

T (h)x− x
h

existe dans X

}
,

Ax = lim
h→0+

T (h)x− x
h

, x ∈ D(A).

D(A) est non vide (0 ∈ D(A)) et est un sous-espace vectoriel de X. A est linéaire de D(A)
dans X.

Proposition 1.1. Soit A, de domaine D(A) le générateur in�nitésimal de (T (t))t≥0, C0 semi-
groupe. Alors, on a les propriétés suivantes

1 ∀t ≥ 0, ∀x ∈ X, lim
h→0+

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.

2 ∀t ≥ 0, ∀x ∈ X,
∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A), A

∫ t

0

T (s)xds = T (t)x− x.

3 ∀t ≥ 0, ∀x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) et t 7−→ T (t)x est di�érentiable sur R+, avec

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.
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4 ∀s, t ≥ 0, ∀x ∈ D(A), T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

AT (τ)xdτ =

∫ t

s

T (τ)Axdτ.

Corollaire 1.2. Soit A le générateur in�nitésimal d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0. Alors, D(A)
est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.

Lemme 1.1. Soit f : [a, b] −→ X une fonction continue, alors

lim
t→0+

1

t

∫ a+t

a

f(s)ds = f(a). (1.5)

Théorème 1.3. Un opérateur linéaire A est le générateur in�nitésimal d'un C0 semi-groupe
sur X si et seulement si A est un opérateur linéaire borné sur X.

Démonstration.

1 ⇐=)Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Posons pour tout t ≥ 0

T (t) = etA =
+∞∑
n=0

tnAn

n!
.

On a T (0) = I et par un calcul simple, on a pour tous t, s ≥ 0

T (t+ s)=e(t+s)A

=etAets

=T (t)T (s).

Ainsi, pour tout t ≥ 0 on a

‖T (t)− I‖=

∥∥∥∥∥
+∞∑
n=0

tnAn

n!
− I

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
+∞∑
n=1

tnAn

n!

∥∥∥∥∥
≤

+∞∑
n=1

tn
‖An‖
n!

=et‖A‖ − 1 −→t→0+ 0

d'où
lim
t→0+
‖T (t)− I‖ = 0.

D'autre part, pour tout t > 0 on a
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∥∥∥∥T (t)− I
t

− A
∥∥∥∥=

∥∥∥∥etA − It
− A

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥etA − I − tAt

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥1

t

+∞∑
n=2

tnAn

n!

∥∥∥∥∥
≤ 1

t

+∞∑
n=2

tn
‖An‖
n!

=
1

t
(et‖A‖ − 1− t ‖A‖) −→t→0+ A.

Donc

lim
t→0+

T (t)− I
t

= A.

Ainsi, (T (t))t≥0 est un C0 semi-groupe d'opérateurs linéaire bornés sur X de générateur
in�nitésimal A.

2 ⇐=) Soit (T (t))t≥0 un C0 semi-groupe d'opérateurs linéaires bornés surX et de générateur
in�nitésimal A. On a

T (t) : R+ −→ B(X),

t 7−→ T (t) est continue.

Donc ∫ t

0

T (s)ds ∈ B(X), ∀t ≥ 0.

D'aprés le lemme 1.1 , on a lim
t→0+

1

t

∫ t

0

T (s)ds = T (0) = I.

Il existe alors ρ > 0 tel que ∥∥∥∥1

ρ

∫ ρ

0

T (s)ds− I
∥∥∥∥ < 1

ce qui implique
1

ρ

∫ ρ

0

T (s)ds est inversible

et donc ∫ ρ

0

T (s)ds est aussi inversible.
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Alors, pour tout h > 0 on a

T (h)− I
h

∫ ρ

0

T (s)ds=
1

h

∫ ρ

0

(T (h+ s)− T (s))ds

=
1

h

(∫ ρ+h

h

T (s)ds−
∫ ρ

0

T (s)ds

)

=
1

h

(∫ ρ+h

ρ

T (s)ds−
∫ h

0

T (s)ds

)
.

Donc
T (h)− I

h
=

(
1

h

∫ ρ+h

ρ

T (s)ds− 1

h

∫ h

0

T (s)ds

)(∫ ρ

0

T (s)ds

)−1

compte tendu du lemme 1.1 , on obtient

lim
h→0+

T (h)− I
h

= (T (ρ)− I)

(∫ ρ

0

T (s)ds

)−1

.

Ainsi, le générateur in�ntésimal du semi-groupe (T (t))t≥0 est l'opérateur linéaire borné

A = (T (ρ)− I)

(∫ ρ

0

T (s)ds

)−1

.

n

Proposition 1.2. Soient (T (t))t≥0 et (S(t))t≥0 deux C0 semi-groupes de générateurs in�nité-
simaux respectifs A et B. Si A = B, alors pour t ≥ 0, T (t) = S(t).

Proposition 1.3. Soit A le générateur in�nitésimal d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0. Alors

+∞⋂
n=1

D(An) = X.

Remarque 1.2. Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Alors

etA =
+∞∑
n=0

tn

n!
An,

existe et détermine d'une manière unique un semi-groupe uniformément continu (etA)t≥0 dont A
est le générateur in�nitésimal. Réciproquement, (T (t))t≥0 étant un semi-groupe uniformément

continu, pour tout x ∈ X,
1

t

∫ t

0

T (s)xds converge uniformément vers T (0)x = x quand t→ 0+.

Donc, pour tout t > 0,
1

t

∫ t

0

T (s)xds est inversible et pour tout y ∈ X, il existe x ∈ X et t > 0

tel que

y =
1

t

∫ t

0

T (s)xds,

donc y ∈ D(A). Ainsi, D(A) = X et A est borné.
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1.4.2 Théorème de Hille-Yosida

Dans la majorité des cas, l'opérateur A est un opérateur di�érentiel non borné, mais il sou-
vent fermé à domaine dense. C'est pour cela on utilise le théorème de Hille-Yosida pour voir
qu'un opérateur A soit le générateur in�nitésimal d'un C0 semi-groupe de contractions.

Proposition 1.4. Soit (T (t))t≥0 un C0 semi-groupe. Alors, il existe des constantes réelles
w ∈ R, M ≥ 1 telles que

∀t ≥ 0, ‖T (t)‖L(X) ≤Mewt.

Remarque 1.3. Si w = 0 et M = 1, T (t)t≥0 est appelé C0 semi-groupe de contractions.

Théorème 1.4. Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur in�nitésimal
d'un C0 semi-groupe de contractions (T (t))t≥0 sur X si et seulement si

1 A est fermé et D(A) = X.

2 R+ ⊂ ρ(A) et pour tout λ > 0, on a

‖Rλ(A)‖L(X) ≤
1

λ
.

Corollaire 1.3. Soit A le générateur in�nitésimal d'un C0 semi-groupe de contractions sur X,
(T (t))t≥0. Alors

{λ ∈ C : Re(λ) > 0} ⊂ ρ(A)

et pour tout λ ∈ C tel que Re(λ) > 0

‖Rλ(A)‖L(X) ≤
1

Re(λ)
.

Corollaire 1.4. Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur in�nitésimal
d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0 sur X tel que ‖T (t)‖L(X) ≤ ewt si et seulement si

1 A est fermé et D(A) = X.

2 ]w,+∞[⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈]w,+∞[, on a

‖Rλ(A)‖L(X) ≤
1

λ− w
.

On donne un théorème analogue pour un C0 semi-groupe quelconque.

Théorème 1.5. Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur in�nitésimal
d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0 sur X tel que ‖T (t)‖L(X) ≤Mewt si et seulement si

1 A est fermé et D(A) = X.

2 ]w,+∞[⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈]w,+∞[, n ∈ N/ {0}, on a∥∥(Rλ(A))−n
∥∥
L(X)
≤ M

(λ− w)n
.
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Semi-groupes analytiques

Après avoir étudier les C0 semi-groupes il est nécessaire d'aborder les semi-groupes ana-
lytiques. C'est un outil très puissant pour la résolution de certaines équations aux dérivées
partielles. (Pour plus de détais voir [8])
Dans cette section, on dé�nit pour tout 0 < α ≤ π

2
, le secteur∑

α

= {z ∈ C {0} ; |arg z| < α} .

Dé�nition 1.10. Une famille (T (z))z∈∑α
d'éléments de L(X) forme un semi-groupe ana-

lytique de type α dans X si elle véri�e les conditions suivantes

1 T (0) = I.

2 ∀z1, z2 ∈
∑
α

tels que z1 + z2 ∈
∑
α

, T (z1 + z2) = T (z1)T (z2).

3 ∀ε > 0, ∀x ∈ X, lim
z→0, z∈

∑
α−ε

T (z)x = x.

4 l'application z 7→ T (z) est holomorphe sur
∑
α

.

Si de plus,

(a) ∀ε > 0, sup

z∈
∑
α−ε

‖T (z)‖ < ∞, (i.e (T (z))
z∈
∑
α−ε

est uniformément borné dans
∑
α−ε

)

alors

(T (z))
z∈
∑
α

est appelé semi-groupe analytique de type α dans X.

Théorème 1.6. Soient A un opérateur linéaire fermé à domaine dense D(A) dans X
et 0 < α ≤ π

2
tels que 

∑
α+π/2

⊂ ρ(A),

∃M > 0, ∀λ ∈ ρ(A), ‖(A− λI)−1‖L(X) ≤
M

|λ|
.

(1.6)

On dé�nit la famille d'opérateurs linéaires (T (t))t≥0, notée (etA)t≥0 par
T (0) = I,

∀t > 0, ∀x ∈ X, T (t)x = etAx =
1

2iπ

∫
Γ

eλt(A− λI)−1xdλ,
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où Γ ⊂ ρ(A) est un contour non borné dans
∑
α+π/2

allant de +∞e−i(π/2+α) à +∞ei(π/2+α).

Alors, (etA)t≥0 est un C0 semi-groupe de générateur in�nitésimal A.
De plus, le C0 semi-groupe (etA)t≥0 se prolonge analytiquement en un semi-groupe analytique
de type α noté (ezA)

z∈
∑
α

.

Remarque 1.4. Si A est un opérateur linéaire fermé à domaine D(A) dans X véri�ant 1.6 ,

alors −A ∈
∑
α+π/2

, 0 < α ≤ π

2
.

Proposition 1.5. Soient A ∈ L(X) et C ⊂ C un circle de centre 0 et de rayon r > ‖A‖, alors

etA =
1

2πi

∫
C

etAR(λ,A)dλ, t ∈ R. (1.7)

Soit w ∈ R.

1.5 Opérateur sectoriel

Il est important de préciser qu'il existe de nombreuses dé�nitions équivalentes pour les opé-
rateurs sectoriels.

Dé�nition 1.11. On dit qu'un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X → X est sectoriel s'ils existes
des constantes w, θ ∈ (π/2, π) et M > 0 telle que

ρ(A) ⊃ Sθ,w = {λ ∈ C : λ 6= w, |arg(λ− w)| < θ} ,

‖R(λ,A)‖L(X) ≤
M
|λ−w| , λ ∈ Sθ,w.

(1.8)

On note que tous les opérateurs sectoriels sont fermé puisque l'ensemble résolvant n'est pas
vide. Pour tous t > 0, la condition (1.8) est utilisé pour dé�nir un opérateur linéaire borné etA.

Exemple 1.1. On a comme exemple l'opérateur de Laplace ∆

∆u =
N∑
i=1

Diiu

si N ≥ 1 on a ∆u = u′′.

Théorème 1.7. Soient A un opérateur sectoriel, etA est donné par 1.7 . Alors, les a�rmations
suivantes sont vraies.

1 etAx ∈ D(Ak) pour tout t > 0, x ∈ X, k ∈ N. Si x ∈ D(Ak), alors

AketAx = etAAkx, t ≥ 0.

2 etAesA = e(t+s)A pour chaque t, s ≥ 0.
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3 Il existes des constantes Mi, avec i = {0, 1, 2, ..., k} telle que
∥∥etA∥∥

L(X)
≤M0e

wt, t > 0,∥∥tk(A− wI)ketA
∥∥
L(X)
≤Mke

wt, t > 0.
(1.9)

En particulier, de 1.9 le deuxième estimation il s'ensuit que
pour tout ε > 0 et k ∈ N il existe Ck,ε > 0 telle que∥∥tkAketA∥∥

L(X)
≤ Ck,εe

(w+ε)t, t > 0. (1.10)

4 La fonction t 7−→ etA de classe C∞((0,+∞);L(X)) on a pour tout k ∈ N

dk

dtk
etA = AketA, t > 0, est vraie. (1.11)

De plus, il est analytique ezA sur le secteur Sθ−π/2,0 et pour

z = ρeiα ∈ Sθ−π/2,0, θ′ ∈ (π/2, θ − α),

l'égalité

ezA =
1

2πi

∫
eλsR(λ,A)dλ, est satisfaite.

Preuve. Voir [4].

n

Proposition 1.6. les a�rmations suivantes sont satisfaites

1 Si x ∈ D(A), alors lim
t→0+

etAx = x. Réciproquement, si y = lim
t→0+

etAx existes, alors

x ∈ D(A) et y = x.

2 ∀x ∈ X et t ≥ 0, l'intégrale

∫ t

0

esAxds appartenant à D(A) et

A

∫ t

0

esAxds = etAx− x. (1.12)

Si, de plus, la fonction s 7→ AesAx est intégrable dans (0, ε) pour petit ε > 0, alors

etAx− x =

∫ t

0

AesAxds, t ≥ 0.

3 Si x ∈ D(A) et Ax ∈ D(A), alors lim
t→0+

etAx− x
t

= Ax. Réciproquement, si

z = lim
t→0+

etAx− x
t

existes,

alors x ∈ D(A) et Ax = z ∈ D(A).

4 Si x ∈ D(A) et Ax ∈ D(A), alors lim
t→0+

AetAx = Ax.

Preuve. Voir [4]. n
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1.6 L'espace d'interpolation

Soient A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur sectoriel et l'ensemble

M0 = sup
0<t≤1

∥∥etA∥∥ , M1 = sup
0<t≤1

∥∥tAetA∥∥ . (1.13)

Pour tout x ∈ D(A) la fonction t 7→ u(t) = etAx appartient à C([0,T] ; X) et pour tout
x ∈ D(A) tel que Ax ∈ D(A), il appartient à C1([0, T ];X).(la proposition 1.6)
Donc, on poser le question

1 Comment pouvons-nous caractériser la classe des données initiales telles que u(t) = etAx
a une régularité intermédiaire, par exemple, il est hölderienne d'exposant γ pour certains
0 < γ < 1 ?.

Pour résoluer le question, on introduit quelque espace de Banach entre X et D(A).

1.6.1 Espace de Moyenne

Soit X un espace de Banach complexe .

Dé�nition 1.12. On dé�nit pour p ∈ [1,+∞[

Lp∗(R+;X) =

{
f : R+ −→ X fortement mesurable,

∫ +∞

0

‖f(t)‖p dt
t
<∞

}
,

et pour p = +∞

Lp∗(R+;X) =

{
f : R+ −→ X fortement mesurable, sup

t∈R+

ess ‖f(t)‖ <∞
}
.

Proposition 1.7. Soit p ∈ [1,+∞]. Alors, Lp∗(R+;X) est un espace de Banach muni de la
norme

‖f‖Lp∗(R+;X) =


(∫ +∞

0

‖f(t)‖p dt
t

)1

p si p ∈ [1,+∞[,

sup
t∈R+

ess ‖f(t)‖ si p = +∞.

Dé�nition 1.13. Soient (X0, ‖.‖X0
) et (X1, ‖.‖X1

) deux espaces de Banach s'injectant conti-
nument dans un même espace vectoriel topologique séparé ξ. Soient p ∈ [1,+∞] et θ ∈]0, 1[.
On appelle espace de moyenne (ou espace d'interpolation ) entre X0 et X1, l'espace (X0, X1)θ,p
dé�ni par

ξ ∈ (X0, X1)θ,p ⇐⇒


∀t > 0, ∃u0(t) ∈ X0, ∃u1(t) ∈ X1 : ξ = u0(t) + u1(t),

t−θu0(t ∈ Lp∗(R+;X0), t1−θu1 ∈ Lp∗(R+;X1).
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Proposition 1.8. Soient p ∈ [1,+∞] et θ ∈]0, 1[.
Alors

(X0, X1)θ,p = (X1, X0)1−θ,p.

Pour la dé�nition suivant X0 = D(A) et X1 = X.

Dé�nition 1.14. Soient p ∈ [1,+∞] et θ ∈]0, 1[ et A un opérateur linéaire fermé de domaine
D(A) ⊂ X muni de la norme du graphe. Alors, on dé�nit

DA(θ, p) = (X,D(A))θ,p

Dé�nition 1.15. Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur sectoriel et 0 < γ < 1 �xé, on a
l'ensemble 

DA(γ,∞) =

{
x ∈ X; [x]γ = sup

0<t≤1

∥∥tγ−1AetAx
∥∥ < +∞

}
,

‖x‖DA(γ,∞) = ‖x‖+ [x]γ .

(1.14)

On note que, la caractérisation de DA(γ,∞) est comportement de
∥∥t1−γAetAx∥∥ voisin t = 0.

En e�et, pour 0 < a < b < +∞ et pour chaque x ∈ X l'estimation de (1.9) , avec k = 1
implique que

sup
a<t≤b

∥∥tγ−1AetAx
∥∥ ≤ C ‖x‖ , avec C = C(a, b, γ).

à cet e�et, l'intervalle (0, 1] dans la dé�nition de DA(γ,∞) peut être remplacer par chaque
[0, T ], avec T > 0 et pour tout T > 0 la norme x 7→ ‖x‖ + sup

0<t≤T

∥∥tγ−1AetAx
∥∥ est équivalent à

la norme dans (1.14) . Pour k = 2 et pour tout x ∈ DA(γ,∞) on obtient

sup
0<t≤T

∥∥t2−γA2etAx
∥∥ ≤ sup

0<t≤T

∥∥tAet/2A∥∥
L(X)

∥∥t1−γAet/2Ax∥∥ ≤ C ‖x‖DA(γ,∞) .

Si x ∈ DA(γ,∞) et T > 0, alors la fonction s 7→
∥∥AesAx∥∥ appartient à L1(0, T ) par la

proposition 1.6 (2) implique que

etAx− x =

∫ t

0

AesAxds, t ≥ 0, lim
t→0

etAx = x.

En particulier
D(A) ⊂ DA(γ,∞) ⊂ DA(β,∞) ⊂ D(A), 0 < β < γ < 1.



Chapitre 2

Problème de Cauchy abstrait

Dans ce chapitre, nous allons voir que l'on peut donner plus d'informations sur ce sujet pour
certaines solutions du problème de Cauchy abstrait.

Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur sectoriel et T > 0. On étudie le problème de Cauchy
non-homogène 

u′(t) = Au(t) + f(t), 0 < t ≤ T,

u(0) = x,
(2.1)

où f ∈ C([0, T ];X)“(f : [0, T ] −→ X continue)”. On introduit les deux domaines suivants
D1 = {u ∈ C1([0, T ];X) ∩ C([0, T ];D(A))} ,

D2 = {u ∈ C1((0, T ];X) ∩ C((0, T ];D(A)) ∩ C([0, T ];X)} .

Alors on dé�nit la solution du problème (2.1) comme suit :

2.1 Solution stricte et classique

Dé�nition 2.1. Soit f : [0, T ] −→ X une fonction continue et x ∈ X. Alors

1 On dit que u est une solution stricte de (2.1) si u ∈ D1 véri�ant

u′(t) = Au(t) + f(t), ∀t ∈ [0, t], u(0) = x.

2 On dit que u est une solution classique de (2.1) si u ∈ D2 véri�ant

u′(t) = Au(t) + f(t), ∀t ∈ (0, t], u(0) = x.

Remarque 2.1. Grâce à la dé�nition 2.1 on remarque que si le proplème (2.1) admet une
solution stricte, alors

x ∈ D(A), Ax+ f(0) = u′(0) ∈ D(A)

et si le problème (2.1) admet une solution classique, alors

x ∈ D(A).

14
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2.2 Solution mild

Dé�nition 2.2. On dé�nit u la solution de problème (2.1) par la formule suivante

u(t) = etAx+

∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds. (2.2)

Si l'intégrale dans la formule (2.2) est bien dé�ni, alors la fonction u qui est dé�nie par (2.2)
est appelée solution mild pour le problème (2.1) .

Lemme 2.1. Soient A : D(A) ⊂ X −→ X est un opérateur fermé et I un intervalle réel avec
inf I = a, sup I = b (−∞ ≤ a < b ≤ +∞) et f : I → D(A) telle que t→ f(t), t→ Af(t) sont
intégrable dans I. Ce que implique∫ b

a

f(t)dt ∈ D(A), A

∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

Af(t)dt.

Preuve. Voir [4].

n

Proposition 2.1. Soit f ∈ C((0, T ];X) telle que t 7→ ‖f(t)‖ ∈ L1(0, T ) et soit x ∈ D(A).
Si u est une solution classique de problème (2.1) , alors elle est donnée par la formule (2.2).

Preuve. Soit u une solution classique.
Ce signi�e que u ∈ C1((0, T ];X) ∩ C((0, T ];D(A)) ∩ C([0, T ];X) et soit la fonction
v ∈ C([0, t];X) ∩ C1((0, t);X) qui dé�nie par

v(s)=e(t−s)Au(s), 0 ≤ s ≤ t

et v(0)=etAu(0)

v(0)=etAx, v(t)=u(t)

v′(s)=−Ae(t−s)Au(s) + e(t−s)Au′(s)

v′(s)=−Ae(t−s)Au(s) + e(t−s)A(Au(s) + f(s))

v′(s)=e(t−s)Af(s), 0 < s < t.

En e�et, pour 0 < 2ε < t, on a∫ t−ε

ε

v′(s)ds=v(s)]t−εε

∫ t−ε

ε

v′(s)ds=v(t− ε)− v(ε)

=⇒
∫ t−ε

ε

e(t−s)Af(s)ds = v(t− ε)− v(ε).
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On fait tendre ε vers 0+, on obtient

v(t)− v(0) =

∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds

=⇒ v(t) =

∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds+ etAx.

n

Proposition 2.2. Soient f ∈ Cb((0, T );X) et x ∈ X. Si u est dé�nie par (2.2) , donc pour

tout t ∈ [0, T ], l'intégrale
∫ t

0

u(s)ds appartenant à D(A) et

u(t) = x+ A

∫ t

0

u(s)ds+

∫ t

0

f(s)ds, 0 ≤ s ≤ t. (2.3)

Preuve. Pour tout t ∈ [0, T ], on a∫ t

0

u(s)ds=

∫ t

0

esAxds+

∫ t

0

ds

∫ s

0

e(s−σ)Af(σ)dσ

=

∫ t

0

esAxds+

∫ t

0

dσ

∫ t

σ

e(s−σ)Af(σ)ds, 0 ≤ σ ≤ s ≤ t.

On pose τ = s− σ, 
si s = σ ⇒ τ = 0 et dτ = ds,

si s = t⇒ τ = t− σ.
Alors ∫ t

σ

e(s−σ)Af(σ)ds =

∫ t−σ

0

eτAf(σ)dτ.

D'aprés l'assertion 2 de la proposition 1.6

∫ t−σ

0

eτAf(σ)dτ appartenant à D(A) et

A

∫ t

σ

e(s−σ)Af(σ)ds=

∫ t

σ

Ae(s−σ)Af(σ)ds

=
[
e(s−σ)Af(σ)

]t
σ

=e(t−σ)Af(σ)− If(σ)

=
(
e(t−σ)A − I

)
f(σ)

=
(
e(s−σ)A − I

)
f(σ).

D'autre part, d'aprés le lemme (2.1) ; on a∫ t

0

dσ

∫ t

σ

e(s−σ)Af(σ)ds ∈ D(A).
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D'aprés l'assertion 2 de la proposition 1.6 , l'intégrale

∫ t

0

u(s)ds ∈ D(A) et

A

∫ t

0

u(s)ds=A

[∫ t

0

esAxds+

∫ t

0

dσ

∫ t

σ

e(s−σ)Af(σ)ds

]

=etAx− x+

∫ t

0

(e(t−σ)A − I)f(σ)dσ, 0 ≤ t ≤ T.

On compose l'opérateur A à l'intégrale

∫ t

0

u(s)ds et on utilise l'assertion2 de la proposition 1.6

on obtient

A

∫ t

0

u(s)ds=etAx− x+

∫ t

0

(e(t−σ)A − I)f(σ)dσ

=u(t)− x−
∫ t

0

f(s)ds,

car u(t) = etAx+

∫ t

0

et−σf(σ)dσ

=⇒ u(t)=A

∫ t

0

u(s)ds+ x+

∫ t

0

f(s)ds. n

Dans la proposition suivante, on présente que la solution mild est dans Cγ([0, T ];X) pour
x = 0. Pour cela, on dé�nit

Mk = sup
0<t≤T+1

∥∥tkAketA∥∥ , k = 0, 1, 2 (2.4)

et v(t) = (etA ∗ f)(t) =

∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (2.5)

Proposition 2.3. Soit f ∈ Cb((0, T );X), alors la fonction v appartenant à Cγ([0, T ];X) pour
γ ∈ (0, 1) et il existe C = C(γ, T ) telle que

‖v‖Cγ([0,T ];X) ≤ C sup
0<s<T

‖f(s)‖ . (2.6)

Preuve. Pour 0 ≤ t ≤ T, on a

‖v(t)‖=
∥∥∥∥∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds

∥∥∥∥
≤
∫ t

0

∥∥e(t−s)Af(s)
∥∥ ds

≤
∫ t

0

sup
∥∥e(t−s)Af(s)

∥∥ ds
≤ sup

0<t≤T+1

∥∥etA∥∥ ‖f‖∞ t
≤M0t ‖f‖∞ .
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Considérant que, pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T , on a

v(t)− v(s)=

∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds−
∫ s

0

e(s−σ)Af(σ)dσ

=

∫ s

0

e(t−σ)Af(σ)dσ +

∫ t

s

e(s−σ)Af(σ)dσ −
∫ s

0

e(s−σ)Af(σ)dσ

=

∫ s

0

(
e(t−σ)A − e(s−σ)A

)
f(σ)dσ +

∫ t

s

e(s−σ)Af(σ)dσ

posons
g(t)=

(
e(t−σ)A − e(s−σ)A

)
f(σ)

g′(t)=Ae(t−σ)Af(σ)

et on fait le changement de variable τ = t− σ
si t→ s⇒ τ = s− σ, dτ = dt

si t→ T ⇒ τ = T − σ

=⇒ v(t)− v(s)=

∫ s

0

dσ

∫ t−σ

s−σ
AeτAf(σ)dτ +

∫ t

s

e(s−σ)Af(σ)dσ.

Finalement

‖v(t)− v(s)‖ ≤M1 ‖f‖∞
∫ s

0

dσ

∫ t−σ

s−σ

dτ

τ
+M0 ‖f‖∞ (t− s)

≤M1 ‖f‖∞
∫ s

0

dσ

(s− σ)γ

∫ t−σ

s−σ

1

τ 1−γ dτ +M0 ‖f‖∞ (t− s)

≤M1 ‖f‖∞
∫ s

0

dσ

(s− σ)γ

∫ t−s

0

1

τ 1−γ dτ +M0 ‖f‖∞ (t− s)

≤
(
M1T

1−γ

γ(1− γ)
(t− s)γ +M0(t− s)

)
‖f‖∞ .

n

2.3 Comparaison entre la solution stricte, classique et mild

Lemme 2.2. Soient f ∈ Cb((0, T ];X), x ∈ D(A) et u la solution mild de problème (2.1).
Alors, les conditions suivantes sont equivalentes
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1 u ∈ C((0, T ];D(A)).

2 u ∈ C1((0, T ];X).

3 u est une solution classique de problème (2.1).

Si de plus ; f ∈ C([0, T ];X), les conditions suivantes sont equivalentes

a u ∈ C([0, T ];D(A)).

b u ∈ C1([0, T ];X).

c u est une solution stricte de problème (2.1).

Démonstration. On montre que 1⇔ 3 et 2⇔ 3. Il est claire que la condition 3 implique
les deux conditions 1 et 2 , donc reste à voir l'implication inverse.

� 1⇒ 3
on a u ∈ C([0, T ];X) et satisfaite 2.3 , alors pour tout t et t+ h ∈ (0, T ]

u(t+ h)− u(t)

h
=

1

h
A

∫ t+h

t

u(s)ds+
1

h

∫ t+h

t

f(s)ds. (2.7)

et si f est continue au point t, alors

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

f(s)ds = f(t). (2.8)

Par passage à la limite

lim
h→0+

(
u(t+ h)− u(t)

h

)
=u′(t)

= lim
h→0+

[
1

h
A

∫ t+h

t

u(s)ds+
1

h

∫ t+h

t

f(s)ds

]

= lim
h→0+

[
1

h

∫ t+h

t

Au(s)ds+
1

h

∫ t+h

t

f(s)ds

]
Comme Au et f sont continues dans (0, T ], alors

=Au(t) + f(t).

Pour l'équation (2.7) et (2.8) on obtient que u est di�érentiable au point t.
Donc, u′(t) est continue dans (0, T ]. Par conséquent, u est une solution classique.

� 2⇒ 3
On suppose que u est continue sur (0, T ], alors

lim
h→0+

[
1

h

∫ t+h

t

u(s)ds

]
=u(t).

D'autre part, l'équation (2.7) et (2.8) implique que la limite existe

lim
h→0+

A

(
1

h

∫ t+h

t

u(s)ds

)
=u′(t)− f(t)
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Comme A est un opérateur fermé, alors u(t) appartient à D(A) et Au(t) = u′(t) − f(t).
Puisque u′ et f sont continues dans (0, T ], donc Au est aussi continue dans (0, T ]. En
conséquent que u est une solution classique.

Similairement, on montre les équivalences des conditions a)⇔ b) et b)⇔ c).

n

Théorème 2.1. Soient f ∈ Cγ([0, T ];X), x ∈ X et u la fonction qui dé�nie dans (2.2).
Alors, u ∈ Cγ([ε, T ];D(A)) ∩ C1+γ([ε, T ];X) pour tout ε ∈ (0, T ).
De plus, les a�rmations suivantes sont satisfaites

1 Si x ∈ D(A), alors u est une solution classique de problème (2.1).

2 Si x ∈ D(A) et Ax + f(0) ∈ D(A), alors u est une solution stricte de problème (2.1) et
il existe C > 0 tel que

‖u‖C1([0,T ];X) + ‖u‖C([0,T ];D(A)) ≤ C
(
‖f‖Cγ([0,T ];X) + ‖x‖D(A)

)
. (2.9)

3 Si x ∈ D(A) et Ax+ f(0) ∈ DA(γ,∞), alors u′ et Au sont dans Cγ([0, T ];X).
De plus, u′ appartient à B([0, T ];DA(γ,∞)) et il existe C tel que

‖u‖C1+γ([0,T ];X) + ‖Au‖Cγ([0,T ];X) + ‖u′‖B([0,T ];DA(γ,∞)) (2.10)

≤ C
(
‖f‖Cγ([0,T ];X) + ‖x‖D(A) + ‖Ax+ f(0)‖DA(γ,∞)

)
Démonstration. On a pour tout t ∈ [0, T ]

u(t)=etAx+

∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds

=etAx+

∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds+

∫ t

0

e(t−s)Af(t)ds−
∫ t

0

e(t−s)Af(t)ds

=

∫ t

0

e(t−s)A(f(s)− f(t))ds+ etAx+

∫ t

0

e(t−s)Af(t)ds

=u1(t) + u2(t),

(2.11)

telle que 
u1(t) =

∫ t

0

e(t−s)A(f(s)− f(t))ds,

u2(t) = etAx+

∫ t

0

e(t−s)Af(t)ds.

On note que u1(t), u2(t) ∈ D(A) pour t > 0. On utilise le lemme 2.2 pour montrer que si

x ∈ D(A), alors u ∈ C((0, T ];D(A)) et si x ∈ D(A) et Ax+ f(0) ∈ D(A), alors
u ∈ C([0, T ];D(A)).
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Concernant le terme u1(t), l'éstimation∥∥Ae(t−s)A(f(s)− f(t))
∥∥ ≤ M1

t− s
(t− s)γ [f ]Cγ

implique que la fonction s 7→ e(t−s)A(f(s) − f(t)) est intégrable à valeur dans D(A), telle que
u1(t) ∈ D(A) pour tout t ∈ [0, T ].

Et pour u2(t), on sait que etAx ∈ D(A) pour t > 0 et

∫ t

0

e(t−s)Af(t)ds ∈ D(A). De plus, on a

Au1(t) =

∫ t

0

Ae(t−s)A(f(s)− f(t))ds, 0 ≤ t ≤ T,

Au2(t)=AetAx+

∫ t

0

Ae(t−s)Af(t)ds,

=AetAx+ (etA − I)f(t), 0 < t ≤ T,

(2.12)

Si x ∈ D(A), alors Au2(t) est véri�e pour t = 0. On montre que Au1(t) ∈ Cγ([0, T ];X) Pour
0 ≤ s < t ≤ T, on a

Au1(t)− Au1(s)=

∫ s

0

(
Ae(t−s)A(f(σ)− f(t))− Ae(s−σ)A(f(σ)− f(s))

)
dσ

+

∫ t

s

Ae(t−σ)A(f(σ)− f(t))dσ

=

∫ s

0

(
Ae(t−σ)A − Ae(s−σ)A(f(σ)− f(s)

)
dσ

+

∫ s

0

Ae(t−σ)A(f(s)− f(t))dσ +

∫ t

s

Ae(t−σ)A(f(σ)− f(t))dσ

=

∫ s

0

∫ t−σ

s−σ
A2eτAdτ(f(σ)− f(s))dσ

+(eτA − e(t−s)A)(f(s)− f(t)) +

∫ t

s

Ae(t−σ)A(f(σ)− f(t))dσ.

Et

‖Au1(t)− Au1(s)‖ ≤M2 [f ]Cγ

∫ s

0

(s− σ)α
∫ t−σ

s−σ
τ−2dτdσ

+2M0 [f ]Cγ (t− s)γ +M1 [f ]Cγ

∫ t

s

(t− σ)γ−1dσ

≤M2 [f ]Cγ

∫ s

0

dσ

∫ t−σ

s−σ
τ γ−2dτ + (2M0 +M1γ

−1) [f ]Cγ (t− s)γ

≤
(

M2

γ(1− γ)
+ 2M0 +

M1

γ

)
[f ]Cγ (t− s)γ
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et Au2(t) ∈ Cγ([ε, T ];X) pour ε ∈ (0, T ) ce que implique Au ∈ Cγ([ε, T ];X).
En e�et, u ∈ Cγ([ε, T ];X)

(
puisque t 7→ etAx ∈ Cγ((0, T ];X) et d'après la proposition 2.3 on a

)
t 7→

∫ t

0

e(t−s)Af(s)ds ∈ Cγ([0, T ];X).

Et que u ∈ Cγ([ε, T ];D(A) pour ε ∈ (0, T ), alors u ∈ C((0, T ];D(A)).
Pour t→ 0+ et si x ∈ D(A), alors on a la fonction t 7→ etAx ∈ C([0, T ];X).
Donc, u ∈ C([0, T ];X) (voir la proposition 2.3 ). Si x ∈ D(A), on peut écrire

Au2(t) = etA(Ax+ f(0)) + etA(f(t)− f(0))− f(t), 0 ≤ t ≤ T. (2.13)

Si Ax+ f(0) ∈ D(A), alors lim
t→0+

Au2(t) = Ax, (Au2(t) est continue pour t = 0).

Donc, on conclut que u = u1 + u2 ∈ C([0, T ];D(A)) est une solution stricte de problème (2.1).
Et pour l'éstimation (2.9) u′ = Au+ f et

‖Au1(t)‖ ≤M1 [f ]Cγ

∫ t

0

(t− s)γ−1ds =
M1

γ
[f ]Cγ t

γ

‖Au2(t)‖ ≤M0 ‖Ax‖+ (M0 + 1) ‖f‖∞ .

Donc, on peut conclure la preuve de 2.
Si, Ax+ f(0) ∈ DA(γ,∞), alors on a t 7→ etA (Ax+ f(0)) ∈ Cγ([0, T ];X), avec∥∥etA (Ax+ f(0))

∥∥ ≤ C ‖(Ax+ f(0))‖DA(γ,∞) pour C > 0.

De plus, on suppose que f ∈ Cγ([0, T ];X), alors il reste à preuve que t 7→ etA(f(t)− f(0)) est
hölderienne. Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T, on a∥∥etA(f(t)− f(0))− esA(f(s)− f(0))

∥∥ ≤ ∥∥(etA − esA) (f(s)− f(0))
∥∥+

∥∥etA (f(t)− f(s))
∥∥

≤ sγ [f ]Cγ

∥∥∥∥A ∫ t

0

eσAdσ

∥∥∥∥
L(X)

+M0(t− s)γ [f ]Cγ

≤M1 [f ]Cγ s
γ

∫ t

0

dσ

σ
+M0(t− s)γ [f ]Cγ

≤M1 [f ]Cγ

∫ t

0

σγ−1dσ +M0(t− s)γ [f ]Cγ

≤
(
M1

γ
+M0

)
(t− s)γ [f ]Cγ .

Donc Au2(t) est hölderienne et l'estimation suivant est véri�ée

‖u‖C1+γ([0,T ];X) + ‖Au‖Cγ([0,T ];X) ≤ C
(
‖f‖Cγ([0,T ];X) + ‖x‖X + ‖Ax+ f(0)‖DA(γ,∞)

)
.

Pour 0 ≤ t ≤ T, on a

u′(t) =

∫ t

0

Ae(t−s)A (f(s)− f(t)) ds+ etA (f(t)− f(0)) ,
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(on va éstimer [u′(t)]DA(γ,∞)) alors, pour 0 < ξ ≤ 1 on conclure∥∥ξ1−γAeξAu′(t)
∥∥ ≤ ∥∥∥ξ1−γ ∫ t

0
A2e(t+ξ−s)A (f(s)− f(t)) ds

∥∥∥
+
∥∥ξ1−γAe(1+ξ)A (Ax+ f(0))

∥∥+
∥∥ξ1−γAe(1+ξ)A (f(t)− f(0))

∥∥
≤M2 [f ]Cγ ξ

1−γ
∫ t

0

(t− s)γ(t+ ξ − s)−2ds

≤M0 [Ax+ f(0)]DA(γ,∞) +M1 [f ]Cγ ξ
1−γ(t+ ξ)−1tγ

≤M2 [f ]Cγ

∫ ∞
0

σγ(σ + 1)−2dσ +M0 [Ax+ f(0)]DA(γ,∞) +M1 [f ]Cγ .

Donc, [u′(t)]DA(γ,∞) est bornée dans [0, T ]. n

Remarque 2.2. La démonstrastion de théorème 2.1 implique que la condition
Ax + f(0) ∈ DA(γ,∞) est nécéssaire pour que Au ∈ Cγ([0, T ];X). Autrefois cette condition
est satisfaite, elle reste vraie pour toute l'intervalle [0, T ], dans ce cas Au(t) + f(t) = u′(t)
appartient à DA(γ,∞) pour tout t ∈ [0, T ].

Théorème 2.2. On suppose que f ∈ C([0, T ];X) ∩ B([0, T ];DA(γ,∞)). Alors, la fonction
v = (etA ∗ f) appartient à C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];X) est une solution stricte du problème
suivant 

v′(t) = Av(t) + f(t), 0 < t ≤ T,

v(0) = 0.
(2.14)

De plus, v′ et Av sont dans B([0, T ];DA(γ,∞)), Av ∈ Cγ([0, T ];X) et il existe C tel que

‖v′‖B([0,T ];DA(γ,∞)) + ‖Av‖B([0,T ];DA(γ,∞)) + ‖Av‖Cγ([0,T ];X) ≤ C ‖f‖B([0,T ];DA(γ,∞)) (2.15)

Démonstration. Pour 0 ≤ t ≤ T, on suppose que v(t) ∈ D(A) et on note |f | la norme de
f dans B([0, T ];DA(γ,∞)), alors on a

‖Av(t)‖ ≤M1,γ |f |
∫ t

0

(t− s)γ−1ds ≤ T γM1,γ

γ
|f | . (2.16)

De plus, pour 0 < ξ ≤ 1, on a

∥∥ξ1−γAeξAAv(t)
∥∥ = ξ1−γ

∥∥∥∥∫ t

0

A2e(1+ξ−s)Af(s)ds

∥∥∥∥
≤M2,γξ

1−γ
∫ t

0

(t+ ξ − s)γ−2ds |f | ≤ M2,γ

1− γ
|f | . (2.17)
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Donc, Av ∈ B([0, T ];DA(γ,∞)).
Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T, on a

‖Av(t)− Av(s)‖ ≤
∥∥∥∥A ∫ s

0

(
e(t−σ)A − e(s−σ)A

)
f(σ)dσ

∥∥∥∥+

∥∥∥∥A ∫ t

s

e(t−σ)Af(σ)dσ

∥∥∥∥
≤M2,γ |f |

∫ s

0

dσ

∫ t−σ

s−σ
τ γ−2dτ +M1,γ |f |

∫ t

s

(t− σ)γ−1dσ

ce implique que ‖Av(t)− Av(s)‖ ≤
(

M2,γ

γ(1− γ)
+
M1,γ

γ

)
(t− s)γ |f | . (2.18)

Alors, on déduit l'éstimation (2.15) d'aprés les éstimations (2.16) , (2.17) et (2.18).
De le lemme 2.2 , on obtient la di�érentiabilité de v .

n

Corollaire 2.1. Soient x ∈ X, f ∈ C([0, T ];X) ∩ B([0, T ];DA(γ,∞)) avec 0 < γ < 1 et u est
donnée par la formule (2.2) . Alors, u ∈ C1((0, T ];X) ∩ C((0, T ];D(A)) et
u ∈ B([ε, T ];DA(γ + 1,∞)) pour tout ε ∈ (0, T ). De plus, les a�rmations suivantes sont
satisfaites

1 Si x ∈ D(A), alors u est une solution classique de problème (2.1) .

2 Si x ∈ D(A) et Ax ∈ D(A), alors u est une solution stricte de prolème (2.1) .

3 Si x ∈ DA(γ + 1,∞), alors u′ et Au appartiennent à B([0, T ];DA(γ,∞)) ∩ C([0, T ];X).
De plus, Au est dans Cγ([0, T ];X) et il existe C > 0 telle que

‖u′(t)‖B([0,T ];DA(γ,∞)) + ‖Au‖B([0,T ];DA(γ,∞)) + ‖Au‖Cγ([0,T ];X) (2.19)

≤
(
C ‖f‖B([0,T ];DA(γ,∞)) + ‖x‖DA(γ,∞)

)
.

Preuve. Soit u(t) = etAx+ (etA ∗ f)(t).
Si x ∈ D(A), alors la foncion t 7→ etAx est une solution classique de problème de Cauchy
homogène pour t > 0 . Mais si x ∈ D(A) et Ax ∈ D(A), u est une solution stricte.
La solution u est aussi solution stricte si x ∈ DA(γ + 1,∞) et appartient à
C1([0, T ];X) ∩B([0, T ];DA(γ + 1,∞)).
En �n, de théorème 2.2 on obtient l'éstimation (2.19).

n

2.4 La solution classique et mild dans le cas où f ∈ L1((0, T );X)

Dans cette section, on dé�nit le problème de Cauchy non-homogène suivant

(PNHC)


u′(t) = Au(t) + f(t), t > 0,

u(0) = x.
(2.20)
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Où f : [0, T [−→ X est une fonction, A est le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe
(T (t))t≥0, par conséquent l'équation homogène correspondante à f ≡ 0 admet une solution
unique pour tout x ∈ D(A).

Dé�nition 2.3. Soit u : [0, T [−→ X une fonction est dite solution classique de problème (2.20)
sur [0, T [ si

1 u est continue sur [0, T [.

2 u est continûment di�érentiable sur ]0, T [.

3 u(t) ∈ D(A) pour 0 < t < T et u véri�ée (2.20) .

Proposition 2.4. Soit f ∈ L1((0, T );X), alors pour chaque x ∈ X le problème (2.20) admet
au plus une solution . Si la solution du problème (2.20) existe, alors

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds. (2.21)

Preuve. SoientA est le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0, f ∈ L1((0, T );X)
et v(s) = T (t− s)u(s) est di�érentiable pour 0 < s < t.
D'aprés la proposition 1.1 on obtient la dérivée de la fonction v

dv

ds
=−AT (t− s)u(s) + T (t− s)u′(s)

=−AT (t− s)u(s) + T (t− s)(Au(s) + f(s))

=−AT (t− s)u(s) + T (t− s)Au(s) + T (t− s)f(s)

=T (t− s)f(s).

(2.22)

Par intégration de 2.22 sur (0, t), on obtient∫ t

0

v′(s)ds=

∫ T

0

T (t− s)f(s)ds

v(s)|t0=

∫ T

0

T (t− s)f(s)ds

=T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds.

n

Dé�nition 2.4. Soient A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0, x ∈ X et
f ∈ L1((0, T );X). La fonction u ∈ C([0, T ];X) donnée par

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T, (2.23)

est appelée la solution mild de problème (2.20) sur [0, T ].
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Remarque 2.3. � La solution mild n'est pas en générale une solution classique du problème
(2.20) même dans le cas où f ≡ 0.
Contre exemple : Si x /∈ D(A) et f ≡ 0, alors u(t) = T (t)x n'est pas di�érentiable en 0+.

� Pour f ∈ L1((0, T );X) le problème (2.20) admet une solution mild unique.

2.5 Existence, unicité et régularité

Remarque 2.4. En générale, la continuité de f n'est pas su�sante pour assurer l'existence
des solutions de problème (2.20) pour x ∈ D(A).

Exemple 2.1. Soient A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0, x ∈ X tel
que T (t)x /∈ D(A) pour tout t ≥ 0. On considère la fonction f dé�nie par

f(s) = T (s)x, 0 ≤ s < T.

Alors, f est continue pour s ≥ 0. Considérons le problème suivant
u′(t) = Au(t) + T (t)x, t > 0,

u(0) = 0.
(2.24)

Le problème n'admet pas de solution même si 0 ∈ D(A). En e�et, la solution mild de (2.24) est

u(t) = T (t)0 +

∫ t

0

T (t− s)T (s)xds = tT (t)x.

n'est pas di�érentiable pour t > 0 et donc ne peut pas être une solution de problème (2.24).

Alors, on a besoin d'ajouter des conditions autres que la contiuité de f .

Lemme 2.3. Soit h : [a, b[−→ X une fonction continue admettant une dérivée à droite h′d
continue sur [a, b[. Alors h est continûment di�érentiable sur [a, b[.

Démonstration. Voir [8].

n

Théorème 2.3. Soit A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0 et soit
f ∈ L1((0, T );X) continue sur ]0, T ] et soit v la fonction qui dé�nie par

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (2.25)

Le problème (2.20) admet une solution u sur [0, T [ pour tout x ∈ D(A) si l'une des conditions
suivantes est véri�ée

1) v est continûment di�érentiable sur ]0, T [.

2) v(t) ∈ D(A) pour 0 < t < T et la fonction t→ Av(t) est continue sur ]0, T [.
Réciproquement, si le problème (2.20) admet une solution u sur [0, T [ pour un certain
x ∈ D(A), alors v véri�e les conditions 1) et 2).
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Démonstration. De la proposition 2.23 pour u la solution de problème (2.20) pour tout
x ∈ D(A) la solution donnée par la formule (2.21). Par conséquent t 7→ v(t) = u(t)− T (t)x est
une fonction di�érentiable pour t > 0, v′(t) = u′(t)− T (t)Ax est continue sur ]0, T [ alors 1) est
véri�ée.
De plus, si x ∈ D(A), alors T (t)x ∈ D(A) pour t ≥ 0, donc v ∈ D(A) pour t > 0 et

Av(t)=Au(t)− AT (t)x,

=u′(t)− f(t)− T (t)Ax.

Alors, t 7→ Av(t) est continue sur ]0, T [ ainsi 2) est véri�ée.
D'autre part, on a pour tout h > 0

T (h)− I
h

v(t)=
T (h)v(t)

h
− v(t)

h

=
T (h)

h

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds− v(t)

h

=
1

h

∫ t

0

T (h)T (t− s)f(s)ds− v(t)

h

=
1

h

∫ t

0

T (t+ h− s)f(s)ds− v(t)

h
, 0 ≤ t ≤ t+ h ≤ T

=
1

h

∫ t

0

T (t+ h− s)f(s)ds+
1

h

∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds

−1

h

∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds− v(t)

h

=−1

h

∫ 0

t

T (t+ h− s)f(s)ds+
1

h

∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds

−1

h

∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds− v(t)

h

=
1

h

∫ t+h

0

T (t+ h− s)f(s)ds− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds− v(t)

h

=⇒ T (h)− I
h

v(t) =
v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds. (2.26)

On a f est continue, alors

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s)ds = f(t).
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� Si v est contiûment di�érentiable sur ]0, T [, alors de la formule (2.26) on déduit que
v(t) ∈ D(A) pour 0 < t < T et Av(t) = v′(t)− f(t) et pour v(0) = 0 alors
u(t) = T (t)x+ v(t) est la solution de problème (2.20) pour x ∈ D(A).

� Si v(t) ∈ D(A) pour 0 < t < T, on a de l'égalité que v est di�érentiable à droite en t est
donné par

v′d(t) = Av(t) + f(t)

et de lemme (2.3) v est continûment di�érentiable sur ]0, T [ et v′(t) = Av(t) + f(t), car
v(0) = 0, u(t) = T (t)x+ v(t) est la solution de problème (2.20) pour x ∈ D(A). n

Corollaire 2.2. Soit A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0.
Si f est continûment di�érentiable sur [0, T ], alors le problème (2.20) admet une solution u sur
[0, T [ pour tout x ∈ D(A).

Démonstration. On dé�nit la fonction v comme suit

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds =

∫ t

0

T (s)f(t− s)ds. (2.27)

La fonction v est di�érentiable pour t > 0 et D'aprés l'intégrale de Leibniz, on a

v′(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0

T (s)f ′(t− s)ds

= T (t)f(0) +

∫ t

0

T (t− s)f ′(s)ds.

D'où, v′ est continue sur ]0, T [. (La condition 1)de théorème 2.3 permet de conclure)

n

Corollaire 2.3. Soient A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0 et
f ∈ L1((0, T );X) une fonction continue sur ]0, T [. Si f(s) ∈ D(A) pour 0 < s < T et
s 7−→ Af(s) ∈ L1((0, T );X), alors pour tout x ∈ D(A) le problème (2.20) admet une solution
sur [0, T [.

Démonstration. D'aprés les conditions du corollaire on a pour tout s > 0,
T (t− s)f(s) ∈ D(A) et la fonction s 7−→ AT (t− s)f(s) = T (t− s)Af(s) est intégrable. Ainsi,

pour t > 0, v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds ∈ D(A) et

Av(t) = A

(∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

)
=

∫ t

0

T (t− s)Af(s)ds est continue .

Donc, on déduit que le problème (2.20) admet une solution sur [0, T [ ( de la condition 2)de
théorème 2.3 ).

n
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Régularité

Dans cette partie, le problème (2.20) est valable pour t = 0.
Soient A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0 et f ∈ L1((0, T );X) D'aprés
corollaire (2.2) si f ∈ C1([0, T ];X), alors la solution mild devient une solution classique,
(i.e une solution continûment di�érentiable de problème (2.20) ). Si A le générateur in�ntésimal
d'un C0 semi-groupe analytique, nous obtenons un résultat qui est beaucoup plus fort.

Lemme 2.4. Soit g : R −→ X une fonction lipschitzienne bornée. Alors, pour tout γ ∈]0, 1[,
g est hölderienne.

Démonstration.Voir [1].

n

Théorème 2.4. Soient A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe analytique (T (t))t≥0

et f ∈ Lp((0, T );X), avec 1 < p < ∞. Si u est une solution mild de problème (2.20), alors u

est hölderienne d'exposant
p− 1

p
sur [ε, T ] pour tout ε > 0. De plus, si x ∈ D(A), alors u est

hölderienne avec même exposant sur [0, T ].

Démonstration. Voir [1](la page 68+la page 48).

n

Théorème 2.5. Soient A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe analytique (T (t))t≥0,
f ∈ L1((0, T );X).
Supposons que pour tout 0 < t < T, il existe δt > 0 et wt : [0,+∞[−→ [0,+∞[ est une fonction
continue tels que

‖f(t)− f(s)‖ ≤ wt (|t− s|) (2.28)

et ∫ δt

0

wt(τ)

τ
dτ <∞. (2.29)

Alors, pour tout x ∈ X, la solution mild de (2.20) est une solution classique.

Démonstration. SoientA le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe analytique (T (t))t≥0,
f ∈ L1((0, T );X).
Pour montrer le théorème 2.5 , on utilise le théorème 2.3 , il su�t de montrer que

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds ∈ D(A) pour 0 < t < T

et t 7→ Av(t) est continue sur ]0, T [.
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Alors

v(t)=

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds

=

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds−
∫ t

0

T (t− s)f(t)ds+

∫ t

0

T (t− s)f(t)ds

=

∫ t

0

T (t− s)(f(s)− f(t))ds+

∫ t

0

T (t− s)f(t)ds

=v1(t) + v2(t).

D'aprés la proposition 1.1 la caractérisation 2) on a v2(t) ∈ D(A) et Av2(t) = (I − T (t))f(t)
et on a de l'equation (2.28) f est continue sur ]0, T [ alors t 7→ Av2(t) est continue sur ]0,T[ .
Alors, reste à véri�er la même condition pour v1 pour cela on dé�nit

v1,ε(t) =

∫ t−ε

0

T (t− s)(f(s)− f(t))ds, ∀t ≥ ε

et
v1,ε(t) = 0, ∀t < ε

telle que v1,ε → v1 pour ε tend vers à 0 et v1,ε ∈ D(A). De plus, pour tout t ≥ ε

Av1,ε(t) =

∫ t−ε

0

AT (t− s)(f(s)− f(t))ds,

et d'aprés les équations (2.28) et (2.29) implique que pour tout t > 0 Av1,ε converge quand
ε→ 0 et

lim
ε→0

Av1,ε(t) =

∫ t

0

AT (t− s)(f(s)− f(t))ds.

Puisque A est fermé, alors v1(t) ∈ D(A) pour t > 0 et

Av1(t) =

∫ t

0

AT (t− s)(f(s)− f(t))ds,

Plus précisément, on montre que t 7→ Av1(t) est continue sur ]0, T [.
Pour 0 < δ < t on a

Av1(t) =

∫ δ

0

AT (t− s)(f(s)− f(t))ds+

∫ t

δ

AT (t− s)(f(s)− f(t))ds,

pour δ > 0 �xée on a

Av1(t)=

∫ δ

0

AT (t− s)(f(s)− f(t))ds+

∫ t

δ

AT (t− s)(f(s)− f(t))ds

=O(δ) + une fonction continue.

Donc, t 7→ Av1(t) est continue sur ]0,T[. n

Le corollaire suivant présente que si f est hölderienne, alors la solution mild 2.23 est une
solution de problème (2.20) .
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Corollaire 2.4. Soit A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe analytique (T (t))t≥0.
Si f ∈ L1((0, T );X) est localement hölderienne sur ]0, T ], alors pour tout x ∈ X le problème
(2.20) admet une solution unique.

Lemme 2.5. Soient A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe analytique (T (t))t≥0 et
f ∈ Cγ([0, T ];X).
Si

v1(t) =

∫ t

0

T (t− s) (f(s)− f(t)) ds, (2.30)

alors, v1(t) ∈ D(A) pour tout 0 ≤ t ≤ T et t 7−→ Av1(t) ∈ Cγ([0, T ];X).

Preuve. La démonstration de v1(t) ∈ D(A) pour tout 0 ≤ t ≤ T est détaillée dans la
démonstrations de théorème 2.5 .
Montrons que t 7−→ Av1(t) est hölderienne sur [0, T ]. Soit M ≥ 1 et C ≥ 0 tels que

‖T (t)‖ ≤M sur [0, T ]

et

‖AT (t)‖ ≤ C

t
pour 0 < t ≤ T. (2.31)

Alors, pour 0 < s < t ≤ T on a

‖AT (t)− AT (s)‖=
∥∥∥∥∫ t

s

A2T (τ)dτ

∥∥∥∥
≤
∫ t

s

∥∥A2T (τ)
∥∥ dτ

=

∫ t

s

∥∥∥AT (
τ

2
)
∥∥∥2

dτ

≤ 4C ′
∫ t

s

dτ

τ 2
= 4

C ′

ts
(t− s). (2.32)

Soit t ≥ 0 et h > 0, alors

Av1(t+ h)− Av1(t)=A

∫ t

0

[T (t+ h− s)− T (t− s)](f(s)− f(t))ds

+A

∫ t

0

T (t+ h− s)(f(t)− f(t+ h))ds

+A

∫ t+h

t

T (t+ h− s)(f(s)− f(t+ h))ds

=I1 + I2 + I3.

(2.33)

Comme f ∈ Cγ([0, T ];X) (notons Ch la constante de Hölder ), alors d'aprés 2.32 , on a
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‖I1‖ ≤
∫ t

0

‖AT (t+ h− s)− AT (t− s)‖ ‖f(s)− f(t)‖ ds

≤ 4C ′Chh

∫ t

0

ds

(t− s+ h)(t− s)1−γ

≤ C1h
γ.

(2.34)

On utilise l'asserition 2) de la proposition 1.1 et que f ∈ Cγ([0, T ];X), donc on a

‖I2‖ ≤ ‖(T (t+ h)− T (h))(f(t)− f(t+ h))‖

≤ ‖T (t+ h)− T (h)‖ ‖f(t)− f(t+ h)‖

≤ 2MChh
γ.

(2.35)

Pour estimer I3 on utilise l'estimation 2.31 et que f ∈ Cγ([0, T ];X) alors on a

‖I3‖ ≤
∫ t+h

t

‖AT (t+ h− s)‖ ‖f(s)− f(t+ h)‖ ds

≤ CCh

∫ t+h

t

(t+ h− s)γ−1ds

≤ C2h
γ.

(2.36)

Par (2.33) et les estimations (2.34) (2.35) et (2.36) on déduit que t 7→ Av1(t) est hölderienne
sur [0, T ].

n

Le théorème suivant donne le résultat principal de régularité pour le cas où A est le géné-
rateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe analytique.

Théorème 2.6. Soient A le générateur in�ntésimal d'un C0 semi-groupe analytique (T (t))t≥0

et f ∈ Cγ([0, T ];X).
Si u est la solution du problème (2.20), alors

1 Pour tout, δ > 0, Au ∈ Cγ([δ, T ];X) et u′ ∈ Cγ([δ, T ];X).

2 Si x ∈ D(A), alors Au et u′ sont continues sur [0, T [.

3 Si x = 0 et f(0) = 0, alors Au ∈ Cγ([0, T ];X) et u′ ∈ Cγ([0, T ];X).

Preuve. On a

u(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds = T (t)x+ v(t).
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De 2.32 t 7→ AT (t)x est lipschitzienne sur δ ≤ t ≤ T pour tout δ > 0, donc il su�t de montrer
que t 7→ AT (t)x est dans Cγ([δ, T ];X). On a

v(t)=

∫ t

0

T (t− s)(f(s)− f(t))ds+

∫ t

0

T (t− s)f(t)ds

=v1(t) + v2(t).

De lemme 2.5 t 7→ Av1(t) est dans Cγ([0, T ];X). Donc on montre que t 7→ Av2(t) est dans
Cγ([δ, T ];X) pour tout δ > 0. On a Av2(t) = (T (t)− I)f(t) et comme f ∈ Cγ([0, T ];X) il su�t
de montrer que T (t)f(t) ∈ Cγ([δ, T ];X). Pour tout δ > 0, soit t ≥ δ et h > 0, alors

‖T (t+ h)f(t+ h)− T (t)f(t)‖ ≤ ‖T (t+ h)‖ ‖f(t+ h)− f(t)‖+ ‖T (t+ h)− T (t)‖ ‖f(t)‖

≤MLhγ +
C

δ
h ‖f‖∞

≤ C1h
γ.

D'après la preuve de théorème 2.4 et f ∈ Cγ([0, T ];X) avec L la constante de Hölder et

‖f‖∞ = max
0≤t≤T

‖f(t)‖ .

Ce qui preuve 1).
Pour 2) notons d'abord que si x ∈ D(A), alors t 7→ AT (t)x ∈ C([0, T ];X). Par le lemme 2.5
on a l'application t 7→ Av1(t) est dans Cγ([0, T ];X) et comme f est continue sur [0, T ] il reste
à montrer que t 7→ T (t)f(t) est continue sur [0, T ].
D'après 1) on a t 7→ T (t)f(t) est continue sur ]0, T ]. La continuité en t = 0 on trouve

‖T (t)f(t)− f(0)‖ ≤ ‖T (t)f(0)− f(0)‖+M ‖f(t)− f(0)‖ ,

d'où 2).
Pour montrer 3) on montre que t 7→ T (t)f(t) ∈ Cγ([0, T ];X). Alors

‖T (t+ h)f(t+ h)− T (t)f(t)‖ ≤ ‖T (t+ h)‖ ‖f(t+ h)− f(t)‖+ ‖(T (t+ h)− T (t))f(t)‖

≤MLhγ +

∥∥∥∥∫ t+h

t

AT (τ)f(t)dτ

∥∥∥∥
≤MLhγ + CL

∫ t+h

t

τ γ−1dτ

≤ Chγ.

n
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2.6 Applications

Dans cette partie, on donne quelques applications de l'étude du problème de Cauchy abs-
trait pour obtenir la résolution de quelques équations aux dérivées partielles.

L'équation d'advection

(EA)


dv

dt
(x, t) +

dv

dx
(x, t) = 0, t ≥ 0, x ∈ R,

v(x, 0) = g(x).

On rendre cette équation à (PHCA) en posant u(t) = v(., t), X = L2(R) et A = − d

dx
, avec

D(A) = H1(R) = {u ∈ L2(R), u′ ∈ L2(R)} . Alors, on obtient

(PHCA)


u′(t) = Au(t), t ≥ 0,

u(0) = g.

On sait que A est le générateur in�nitésimal d'un C0 semi-groupe dé�ni sur X par

(T (t)g)(x) = g(x− t), x ∈ R, t ≥ 0.

On obtient cette résultat

Théorème 2.7. Soit A le générateur in�nitésimal d'un C0 semi-groupe (T (t))t≥0 sur X. Alors
pour tout x ∈ D(A) la fonction qui dé�ni par

u(t) = T (t)x,

est une solution classique de problème (PHC) .

Démonstration. Voir [1].

n

Donc, pour tout g ∈ D(A) la fonction u qui dé�nie par u(x, t) = (T (t)g)(x) = g(x− t), est une
solution classique de (EA).

L'équation des ondes

Considérons l'équation des ondes qui décrit les phénomènes de propagation

(EO)



d2v

dt2
−∆v = 0, sur Ω× [0, t],

v = 0, sur dΩ× [0, t],

v(x, 0) = v0, sur Ω,

dv

dt
(x, 0) = v1, sur Ω,
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où Ω est un sous-ensemble régulier de RN et v0 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), v1 ∈ H1

0 (Ω).

En posant u =

(
v
dv

dt

)
, X = H1

0 (Ω)× L2(Ω), D(A) = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 où

Au = A

(
u1

u2

)
=

(
u2

∆u1

)
et u0 =

(
v0

v1

)
. Alors, on obtient


du

dt
= Au,

u(0) = u0.

L'équation de la chaleur dans RN

On considère le suivant
ut(t, x) = ∆u(t, x), t > 0, x ∈ RN ,

u(0, x) = f(x).
(2.37)

Où f une fonction dans X telle que X = Lp(RN) ou bien X = Cb(RN). Si N = 1 et X = Lp(R)
on a D(A) = W 2,p(R) et D(A) = C2

b (R) si X = Cb(R)
On applique la transformation de fourier on obtient

ût(t, ξ) = − |ξ|2 û(t, ξ), t > 0, ξ ∈ RN ,

û(0, ξ) = f̂(ξ).
(2.38)

Telle que la solution de problème (2.38) est

û(t, ξ) = f̂(ξ)e−|ξ|
2t,

et par la transformée de fourier inverse, on obtient

u = T (.)f

où la famille {T (t)t≥0} est un semi-groupe de la chaleur dé�nie par Gaussien

(T (t)f)(x) =
1

(4πt)
N
2

∫
RN
e
−
|x− y|2

4t f(y)dy, t > 0, x ∈ RN . (2.39)

Donc, on véri�é que la formule (2.39) est une solution de problème (2.38) .

� On note que
T (t)f = Gt ∗ f,
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tel que

Gt(x) =
1

(4πt)
N
2

e−
|x|2
4t ,

∫
RN
Gt(x)dx = 1, t > 0,

dGt

dt
= ∆Gt.

Par l'inégalité de Young on a

‖T (t)f‖p ≤ ‖f‖p , t > 0, 1 ≤ p ≤ +∞.

et on a
Gt ∈ C∞(RN) ∩ Lp(RN), 1 ≤ p ≤ +∞,

ce que implique
u(t, x) = (T (t)f)(x) ∈ C∞((0,+∞)× RN).

� On véri�e la condition initiale
on a lim

t→0+
u(t, x) = f(x) d'après le théorème de convergence dominée de Lebesgue et par

le semi-groupe d'opérateurs linéaires bornés sur BCR appelé le semi-groupe de Gauss-
Weierstrass

(T (t)f)(x) =
1

(4πt)
N
2

∫
RN
e
−
|x− y|2

4t f(y)dy, t > 0, x ∈ RN et T (0) = I.

Donc T (t)f −→t→0+ f dans BCR (l'éspace des fonctions bornées continues de R dans R)
si et seulement si f ∈ BUCR (l'éspace des fonctions bornées uniformément continue de
R dans R).
Le semi-groupe de Gauss-Weierstrass n'est pas un C0 semi-groupe.
Comme u est bornée et di�érentiable, alors est une solution classique unique à l'équation
de la chaleur dans l'intervalle (0,+∞)× RN .



Chapitre 3

Les di�érentes solutions d'une EDA de

second ordre

L'objet de ce chapitre est de présenter des résultats pour le type des solutions d'une équation
di�érentielle abstraite de second ordre de type elliptique avec des conditions aux limites non
local dans un espace de Hölder sans faire des démonstrations (pour plus détails voir[3])

3.1 Position du problème et Hypothèses

On considère le problème abstrait suivant
u′′(x) + Au(x) = f(x), x ∈ [0, 1[,

u(0) = u0,

u(1) +Hu′(0) = u1,0.

(3.1)

X est un espace de Banach complexe, avec les conditions aux limites non locales u0, u1,0 ∈ X.
A, H sont des opérateurs linéaires fermés de domaine respectifs D(A), D(H) dans X et
f ∈ Cγ([0, 1];X), avec 0 < γ < 1.
On utilise les hypothèses suivantes :

� Concernant les hypothèses sur les opérateurs A et H, on a

[0,+∞[⊂ ρ(A) et sup
λ≥0

∥∥λ(A− λI)−1
∥∥
L(X)

< +∞ (H1)

ce que implique φ = −(−A)
1
2 est un générateur in�nitésimal d'un semi-groupe analytique

généralisé

D(φ) ⊂ D(H), (H2)

∀ς ∈ D(H) : A−1Hς = HA−1ς, (H3)

� On dé�nit l'opérateur linéaire borné Λ par

Λ = −2Hφeφ + I − e2φ

0 ∈ ρ(Λ), (H4)
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3.2 Les types des solutions du problème (3.1)

Dé�nition 3.1. Le problème (3.1) admet trois types de la solution .

� Une solution semi-classique u du problème (3.1) est une fonction qui véri�ée

u ∈ C([0, 1];X) ∩ C2([0, 1[;X) ∩ C([0, 1[;D(A))

et satisfaite le problème (3.1) .

� On dit que u est une solution semi-stricte de problème (3.1) si elle véri�ée

u ∈ C1([0, 1];X) ∩ C([0, 1];D(φ))

� Une fonction u est dit solution stricte de problème (3.1) si

u ∈ C2([0, 1];X) ∩ C([0, 1];D(A))

et véri�e le problème (3.1) .
De plus, quand H = 0 et sous l'hypothèse H1 , u admet une solution stricte si et seulement
si u0, u1,0 ∈ D(A) et f(0)− Au0, f(1)− Au1,0 ∈ D(A).

3.3 Résultat principal

Théorème 3.1. On suppose que les hypothèses (H1) ∼ (H4) sont véri�ées et u0, u1,0 ∈ D(A),
f ∈ Cγ([0, 1];X), 0 < γ < 1. Alors

� Il existe une solution u est une solution semi-classique de problème (3.1) si et seulement
si

Au0 − f(0) ∈ D(A)

� Le problème (3.1) admet une solution u semi-stricte si et seulement si
Au0 − f(0) ∈ D(A),

Hφ−1[Au0 − f(0) + Jf ] ∈ D(φ) et

φHφ−1[Au0 − f(0) + Jf ] ∈ D(A).

� Le problème admet une solution u solution stricte si et seulement si
Au0 − f(0) ∈ D(A),

Hφ−1[Au0 − f(0) + Jf ] ∈ D(A) et

φ2Hφ−1[Au0 − f(0) + Jf ]− [Au1,0 − f(1)] ∈ D(A).

Telle que Jf = φ

∫ 1

0

esφ(f(s)− f(0))ds.

Preuve. Voir [3].

n
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Cas particulier

On considère le problème suivant dans le cas où l'opérateur H = αI, α ∈ C/ {0}
u′′(x) + Au(x) = f(x), x ∈ [0, 1[,

u(0) = u0,

αu′(0) + u(1) = u1,0,

(3.2)

Nos hypothèses sur l'opérateur A est
A est un opérateur fermé danx X, σ(A) ⊂]−∞, 0[ et

pour tout θ ∈]0, π[, sup
λ∈Sθ

∥∥λ(A− λI)−1
∥∥
L(X)

< +∞
(3.3)

Donc, on a le résultat suivant

Théorème 3.2. Supposons que u0, u1,0 ∈ D(A) et f ∈ Cγ([0, 1];X) et l'hypothèse 3.3 soit
véri�ée. Alors

� le problème (3.2) admet une solution u semi-stricte unique si et seulement si

Au0 − f(0) ∈ D(A).

� le problème (3.2) admet une solution u stricte unique si et seulement si
Au0 − f(0) ∈ D(A),

Au0 − f(0) + Jf ∈ D(φ) et αφ [Au0 − f(0) + Jf ]− [Au1,0 − f(1)] ∈ D(A).

3.4 Application

Exemple 3.1. Soit H un opérateur linéaire dans X = C([0, 1]) dé�ni par
D(H) = {v ∈ C2([0, 1]); v(0) = v(1) = 0}

Hv = v′′, v ∈ D(H).

Pour c > 0 �xée, posons
A = −H2 − cI,

telle que A satisfait les hypothèses (3.3) et (H1) . De plus, car
D(A) = {v ∈ C4([0, 1]); v(0) = v(1) = v′′(0) = v′′(1) = 0}

Av = −v(4) − cv, v ∈ D(A).

alors, on peut étudie le problème non local d'EDP suivant
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

d2u

dx2
(x, y)− d4u

dy4
(x, y)− cu(x, y) = f(x, y), (x, y) ∈ (0, 1),

u(x, 0) = u(x, 1) =
d2u

dy2
(x, 0) =

d2u

dy2
(x, 1) = 0, x ∈ (0, 1),

u(0, y) = u0(y), y ∈ (0, 1),

u(1, y) +
d3u

dy2dx
(0, y) = u1,0(y), y ∈ (0, 1).

(3.4)

On a D(A) n'est pas dense dans X = C([0, 1]) car

D(A) = D(H) = {v ∈ C([0, 1]); v(0) = v(1) = 0} et DA(γ/2,∞) = {v ∈ Cγ([0, 1]); v(0) = v(1) = 0} .

Donc, on peut appliquer le théorème 3.1 . Alors, on obtient

Théorème 3.3. pour toute, f ∈ Cγ([0, 1];X), u0, u1,0 ∈ C4([0, 1]) tels que
u0(0) = u0(1) = u′′0(0) = u′′0(1) = 0,

u1,0(0) = u1,0(1) = u′′1,0(0) = u′′1,0(1) = 0 véri�ant.

Alors, on a le problème (3.4) admet une solution u semi-classique unique.
Si u(.) + f(0, .) ∈ C([0, 1]) et u(4)

0 (0) + f(0, 0) = u
(4)
0 (1) + f(0, 1) = 0.
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Résumé

Résumé
Ce travail présente les différents types des solutions pour des équations différentielles
abstraites (à coefficients opérateurs) dans l’espace de Hölder et l’espace L1. La première
partie étudie ces solutions pour le problème de Cauchy abstrait et la deuxième partie de
travail présente deux types des solutions ( semi-classiques, stricte) pour une équation
différentielle abstraite de second ordre de type elliptique.
Mots clé : Solution classique, solution stricte, solution mild, équation différentielle abstraite,
semi-groupe analytique.

Abstract
This work presents a differents types of solutions for abstract differential equation in Hölder
space and L1.The first parts studies these solutions for abstract Cauchy problems. The
second part treats two types for second order elliptic abstract differential equation.
Keywords : Classical solution, strict solution, mild solution, abstract differential equation,
analytic semi group.
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