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Notations

o X Espace de Banach avec sa norme |||

e D(A) Le domaine de 'opérateur linéaire A

o L(X) L’espace des opérateurs linéaires bornés(continues) de X dans X
o ] L’opérateur identité sur X

o (T'(t))t>0  Une famille & un paramétre d’opérateurs linéaires bornés de X dans X
e p(A) L’ensemble résolvant de 'opérateur A
e R(\A) La résolvante de A en \ € p(A)

e C(Q) Espace des fonctions continues sur €, muni de la norme

[ullo@) = sup [u(z)]

e
e Sou Le secteur d’angle 6 et de constante w
° Z Le secteur d’angle «
o
Soit J un intervalle quleconque de R
e B(J;X) L’espace des fonctions bornées, muni de la norme

1/l 57x) =sup [l (@)l x
zeJ

e C(J;X) L’espace des fonctions continues , muni de la norme
||f||C(J;X) = ||f||B(J;X)
o C*(J; X) L’espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a l'ordre k sont continues

k
et bornées, muni de la norme || f||cx (s x) = Z HfiHB(J.X) avec k € N
=0

o (h(J; X) L’espace des fonctions continues et bornées C'(J; X) N B(J; X)
e Dy(vy,0) L’espace d’interpolation

o [P(J; X) L’espace des p integrable au sense de Bochner

il



Introduction

Dans ce mémoire on s’intéresse par les différentes types des solutions (classique, stricte et
mild) pour des équations différentielles abstraites du premier et deuxiéme ordre.
Les équations différentielles abstraites sont des équations differentielles dont les cofficients sont
des opérateurs (non bornés mais au moins fermés) sur un espace de Banach.
De nombreux auteurs ont étudié ce genre d’équations ; citons en premier les travaux de E.Hille
et Nagy 1938. En 1948 ; E.Hille et K.Yoshida ont résolu le probléme de Cauchy abstrait suivant

w(x) = Au(z), x € (0,+00)
(PCH)
u(0) = wy,

ol A est un opérateur linéaire fermé sur un espace de Banach X, ug € X. La résolution de
probléme de Cauchy homogéne (PCH) a permis d’associer a opérateur A, un opérateur linéaire
borné e*4 pour tout > 0, ce qui est connu par la théorie des semi-groupes.

On peut écrire plusieurs problémes d’EDP sous la forme du probléme de Cauchy abstrait ; plutot
équation différentielle abstraite, par exemple ; ’équation de la chaleur dans le cas linéaire s’écrit
sous la forme suivante

u(t, ) = uge(t,z) + f(t,x), 0<2x<1, 0<t<T,
(1)< u(t,0) =uty =0 0<t<T,

u(0,z) = ug(x) 0<z<1,

u est inconnue, f et ug sont des donnés. On peut transmettre le probléme (1) & une équation
d’évolution dans un espace de Banach X. On considére le probléme (1) et soit

w(t, ) =U(t), f(t,)=F(@F), 0<t<T

pour tout ¢ € [0, 7], U(t) et F(t) deux fonctions continues dans X.

Le choix de I'espace de Banach X depend du type de la solution ou les propriétés de sa régularité.
Si f et ug sont deux fonctions continues, alors il est natural de prendre X = C([0,1]). Ainsi,
on écrit (1) par 'équation d’évolution sur X comme suit

U'(t) = Au(t) + F(t), 0<t<T,

(2)
U<O) = U07

Ou A est la dérivée second avec des conditions aux limites de type Dirichlet dans X. Le
probléme (2) est appellé le probléme de Cauchy abstrait non-homogéne sur I'espace C([0, 1]).

iv



Le mémoire est composé de trois chapitres.

Chapitre 1 On donne ici certains rappels et certains notions sur les outils principaux qui
ont été utilisée. Dans un premier temps, on parle des espaces de Holder et leurs propriétés, puis
on rappelera quelques résultats classiques de la théorie des semi-groupes. Ainsi, on présentera,
des opérateurs sectoriels et leurs propriétés. A la fin de ce chapitre, on introduit les espaces
d’interpolations.

Chapitre 2 On étudie dans le deuxiéme chapitre les différentes types des solutions du probléme
de Cauchy abstrait non-homogéne dans le cadre Hoélderien et le cadre L.

Plus précisement, la solution stricte, classique et mild pour que f dans ’espace de Holder et la
solution classique et mild pour que f € L'((0,1); X). Ainsi, on présentra lexistence, I'unicité
et la régularité.

Finalement, on donne des applications sur des équations aux dérivées partielles.

Chapitre 3 Dans ce chapitre, on traite deux types des solutions pour une équation différen-
tielle abstraite de type elliptique du second ordre avec des conditions non-local sur un espace
de Banach. On donne ces résultats sans détails .



Chapitre 1

Notions fondamontales et préliminaires

Ce chapitre contient des rappels fondamentaux et outils nécessaires a ce travail .

1.1 Espace de Holder

Dans cette section, on définie les espaces de Holder et énoncer quelques propriétés impor-
tantes de ces espaces. On considére des fonctions qui possédent méme la caractérisation des
fonctions lipschtizienne.

Soit €2 assez régulier.
On introduit des fonctions de classe C*(Q) pour tout K > 0 . Soient v € (0, +00) et 7y € Q,
u : €2 — R satisfaite la condition suivante

lu(z) — u(zo)| = M |z — 20" < sup {M} |z — xo|”, V2 € Q
|z — | veQatn, | |T — Tol

Définition 1.1. Soity € (0,1]. On dit que la fonction u : Q@ — R est une fonction holderienne
d’ezposant v s’il existe une constante p,(u)(xo) telle que

lu(z) — u(zo)| < py(u)(xo) |2 — 20|", VI € Q, (1.1)

py(u)(zo) = sup
EQ,x#x0

{IU(:B) — u(o)|

< .
@ — 20|’ } e

La constante p.(u)(xo) peut étre dépend de u, Q, 7 et x.
D’aprés la formule (1.1)) les fonctions de Hélder sont continue au point xy puisque pour tout

§

1/~
ﬁl . Pour v =1, la fonction u est lipschtizienne en x.
Lo

&> 0, on choisit 6 = [
py(u)

Définitions 1.2. o Siu:U — R est continue et bornée, on écrit

[ull @) = sup [u(z)].
zeU
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e La semi norme de ’ensemble des fonctions - holderiennes de v : U — R est

Weon@ = sup {M}

z,y€Uay |z —y[
et la norme de l’ensemble des fonctions - hilderiennes est
HUHCO:’Y(U) = HUHC(U) + [U]COW(U) : (1.2)

Définition 1.3. L’espace de Hélder C*7(U) est I’ensemble des fonctions u € CX(U),
K € N, ~€]0,1] muni de la norme

HUHCKW(U) = Z HDQUH(:(U) + Z [Dau]cow(ﬁ)' (1.3)

la|<K lal=K

Théoréme 1.1. L’espace CKV(U) est un espace de Banach pour la norme (11.3).

Remarque 1.1. Une fonction est dite localement holderienne sur un intervalle J si pour tout
t € J admet un voisinage dont lequel f est hélderienne.
Si J est compact et f est localoment holderienne sur J, alors elle est hélderienne.

1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.4. Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire.

1) A est dit bornée si
D(A) =X et 3C > 0; ||Az| < C ||=||

et on écrit A € L(X)

2) A est dit fermé si et seulement si son graphe est fermé, i.e
pour toute suite (x,), € D(A) on a

{xn—>x, :>{:L’ED(A),

Az, —y. Az =y.

1.2.1 Graphe, ensemble résolvant, spectre et résolvante

Soient X un espace de Banach, D(A) le domaine de 'opérateur linéaire A; est
A:DA) C X — X.
Définition 1.5. le graphe d’un opérateur linéaire A est le sous-espace de X x X qui donné par
G(A) = {(z,Az);z € D(A)} C X x X.
Définition 1.6. e On appelle ensemble résolvant de A, qu’on note p(A), l'ensemble

p(A) ={XeC, X[ — A: D(A) — X est bijectif et (\] — A)~" : X — D(A) est borné} .
Si A est fermé, alors d’aprés le théoreme du graphe fermé on a
p(A)={Ae€ C,A\[ — A: D(A) — X est bijectif} .
o Le spectre de A est l'ensemble o(A) = C/p(A).

e Pour \ € p(A), Uopérateur linéaire borné R(\, A) = (A — A)~! est appelé la résolvante
de A au point \.
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1.3 L’intégrale de Dunford

1.3.1 Formule de Cauchy

Définition 1.7. Soit U un ouvert de C . On note H(U) (I’espace des fonctions holomorphes
de U dans C). Pour f € H(U), K un compact & bord de U et zy a Uintérieur de K, la formule
de Cauchy est donnée par

R Aoy

2w F)\—ZO

f(z0) =

ou I est le bord positivement orienté de K.

d,

1.3.2 Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s’appuie sur la formule précédente pour
construire f(7') ot T est un opérateur linéaire fermé et f est holomorphe. Plus précisément si
T € L(X) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de o(T") (le spectre de T'), alors on
définit l'intégrale de Dunford-Riesz par

A1) = 5= [ ST =T) ",

ot I" est le bord positivement orienté d’un compact & bord K contenant o(7) et contenu dans
U.

Propriété de I'intégrale de Dunford

Théoréme 1.2. Soient f, g€ H(T) et T € L(X), alors f. g € H(T)
et

FT)T) = (F)T) = 5= [ FNGNAT =T)"an

1.4 Semi-groupe analytique

Cette section est consacrée, d’avoir les semi-groupes analytique d’abord on savoir qu’est
un semi-groupe puis on présentra les Cj semi-groupes et leur générateur infinitésimal. Ceci
nécessaire puisqu’un semi-groupe analytique est un Cj semi-groupe qui posséde des propriétés
supplémentaires.

Soit (X, |.]]) un espace de Banach complexe. Dans cette section, on considére (7'(¢));>0 une
famille d’opérateurs linéaires bornés définis sur X.

Définitions 1.8. o La famille (T'(t))i>0 est appelée semi-groupe si on a

1) T(0)=1.
2) Vs, te RT, T(s+1t)="T(s)T(t).
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e Un semi-groupe (T'(t))i>o0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit uniformément
continue sur X si
lim ||7°(t) — I]| =0, (1.4)
t—0t

(cette propriété est appélée la forte continuité en zéro).
o Le semi-groupe (T'(t))i>o est dit fortement continu si

lim T'(t)x = x.

t—0t

Un semi-groupe fortement continu est noté Cy semi-groupe.

Corollaire 1.1. Soit (T'(t))i>0 un Cy semi-groupe. Alors, pour tout x € X, t — T(t)x est
une fonction continue de R dans X, i.e pour tout to € R

lim ||T'(t)x — T(to)x|| = 0.

+
t—td

1.4.1 Générateur infintésimal

A un Cy semi-groupe (T'(t));>0 on associe un opérateur appelé le générateur infinitésimal.
Celui-ci peut étre obtenue comme la dérivée a droite en 0 de la fonction ¢ — T'(t)z, pour tout
x € X est continue, mais ne sont pas nécessairement différentiables. On doit alors se restreindre,
pour cette section, aus éléments de X pour lesquels la dérivée voulue existe. Ainsi, on obtient
le générateur infintésimal qui n’est pas défini partout.

Définition 1.9. Le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe (T'(t))i>o est l'opérateur A défini
par

D(A) = {x € X; lim Th)e —

existe dans X} ,
h—07+ h

Ay — Ly LT —2
h—0t

D(A) est non vide (0 € D(A)) et est un sous-espace vectoriel de X. A est linéaire de D(A)
dans X.

, ¢ € D(A).

Proposition 1.1. Soit A, de domaine D(A) le générateur infinitésimal de (T'(t))i>0, Co semi-
groupe. Alors, on a les propriétés suivantes

t+h
Vit >0, Vz € X, lim T(s)xds =T(t)x.
h—0+

t
t ¢
YVt >0, Vo € X, / T(s)xds € D(A), A/ T(s)xds =T(t)x — .
0 0
YVt >0, Vo € D(A), T(t)xr € D(A) et t — T(t)z est différentiable sur RY, avec

d
91ty = AT()e = (1) A
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Ws, >0, Vo € D(A), T(H)z — T(s)x = / AT (r)adr — / () Awd

S

Corollaire 1.2. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t))i>o. Alors, D(A)
est dense dans X et A est un opérateur lincaire fermé.

Lemme 1.1. Soit f : [a,b] — X une fonction continue, alors

) 1 a+t
lim g/a f(s)ds = f(a). (1.5)

t—0t

Théoréme 1.3. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
sur X si et seulement si A est un opérateur linéaire borné sur X.

Démonstration.

<=)Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Posons pour tout ¢ > 0

—+00
trA™
T(t) = e = E —
n.
n=0

On a T'(0) = I et par un calcul simple, on a pour tous ¢, s > 0
T(t + s)=elt+9)A4

:etA ets

Alinsi, pour tout ¢ > 0 on a

+o0
tmA"
T = 1l=||> —1

—ell 1y g0 0

d’ou
lim ||T'(t) — I|| = 0.

t—0t

D’autre part, pour tout ¢t > 0 on a
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1 X pman
t n!
n=2

‘Z ||A”H

| /\

1
= (M =1 ¢ | A]) s A.

Donc T I
w=r_,

lim
t—0+

Ainsi, (T'(t))i>0 est un Cy semi-groupe d’opérateurs linéaire bornés sur X de générateur
infinitésimal A.

<=) Soit (T'(t))>0 un Cy semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X et de générateur
infinitésimal A. On a

T(t) : Rt — B(X),
t — T'(t) est continue.
Donc

/tT(s)ds € B(X), Vt > 0.

t

1
D’aprés le lemme ,ona lim — [ T(s)ds=T(0)=1.

t—0t t 0

1 [°
H—/ T(s)ds—[”<1
P Jo
1

P
—/ T'(s)ds est inversible
P Jo

Il existe alors p > 0 tel que
ce qui implique

et donc )
/ T(s)ds est aussi inversible.
0
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Alors, pour tout h > 0 on a

HO=E M@=, [Canr o) - 16)as

Donc

(4 [ o f o) ([ o)

compte tendu du lemme [1.1|, on obtient
. T(h)—1 p -
lim ——— = (T(p) -1 T(s)d .
tin =L — 1) - ) ([ 1)

Ainsi, le générateur infintésimal du semi-groupe (7°(t)):>o est I'opérateur linéaire borné
p 71
A= (T(p)—1) (/ T(s)ds) :
0

Proposition 1.2. Soient (T(t))i>0 et (S(t))i>0 deux Cy semi-groupes de générateurs infinité-
simauz respectifs A et B. Si A= B, alors pourt >0, T(t) = S(t).

Proposition 1.3. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t))i>o. Alors

ﬁme:x

Remarque 1.2. Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Alors
A ~— "
tA __ ZAM
e = Z n!A ’
n=0

existe et détermine d’une maniére unique un semi-groupe uniformément continu (e'4)i>o dont A
est le générateur infinitésimal. Réciproquement, (T'(t))i>0 €tant un semi-groupe uniformément

1 t
continu, pour tout x € X, n / T(s)xds converge uniformément vers T(0)z = z quand t — 07.
0

1 t
Donc, pour toutt > 0, ?/ T(s)xds est inversible et pour tout y € X, il existex € X et t >0
0
tel que

1 t
y = —/ T(s)xds,
t Jo
donc y € D(A). Ainsi, D(A) = X et A est borné.
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1.4.2 Théoréme de Hille-Yosida

Dans la majorité des cas, 'opérateur A est un opérateur différentiel non borné, mais il sou-
vent fermé a domaine dense. C’est pour cela on utilise le théoréme de Hille-Yosida pour voir
qu'un opérateur A soit le générateur infinitésimal d’'un Cj semi-groupe de contractions.

Proposition 1.4. Soit (T(t))i>0 un Cy semi-groupe. Alors, il existe des constantes réelles
weR, M>1 telles que
i 2 0, IT(0)], ) < Me™

Remarque 1.3. Siw=0et M =1, T(t)i>0 est appelé Cy semi-groupe de contractions.

Théoréme 1.4. Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal
d’un Cy semi-groupe de contractions (T(t))i>0 sur X si et seulement si

A est fermé et D(A) = X.
R C p(A) et pour tout A >0, on a

> =

[BA(A) | x) <

Corollaire 1.3. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions sur X,
(T'(t))i>0. Alors
{AeC: Re(\) >0} C p(A)
et pour tout X € C tel que Re(\) > 0
1B < 7o
ML) = Re(N)

Corollaire 1.4. Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal
d’un Cy semi-groupe (T'(t))i>o0 sur X tel que [[T'(t)|,x) < e si et seulement si

A est fermé et D(A) = X.

Jw, +00[C p(A) et pour tout \ €jw,+o0], on a

1

IBAA ) < 57—

On donne un théoréme analogue pour un Cj semi-groupe quelconque.

Théoréme 1.5. Un opérateur linéaire A, de domaine D(A), est le générateur infinitésimal
dun Cy semi-groupe (T(t))i>0 sur X tel que |T(t)||x) < Me™" si et seulement si

A est fermé et D(A) = X.
Jw, +00[C p(A) et pour tout A €jw,+o0[, n € N/ {0}, on a

M

[(RACA)) ]| ) < oy
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Semi-groupes analytiques

Apreés avoir étudier les Cjy semi-groupes il est nécessaire d’aborder les semi-groupes ana-
lytiques. C’est un outil trés puissant pour la résolution de certaines équations aux dérivées
partielles. (Pour plus de détais voir [§])

Dans cette section, on définit pour tout 0 < a < 7, le secteur

Z:{zE(C{O}; larg z| < a}.

o

Définition 1.10. Une famille (T(2)).ey, d’éléments de L(X) forme un semi-groupe ana-
lytique de type o dans X si elle vérifie les conditions suivantes

T(0) = 1.
V21, 29 € Z tels que z1 + 29 € Z, T(z1+ 22) = T(21)T(22).

Ve>0, Vze X, lim T(2)z=uzx

z—0, z€ E

a—€

Uapplication z — T(z) est holomorphe sur Z
St de plus, ’

(a) Ve > 0, sup ||T(2)| < oo, (i.e (T(2)) est uniformément borné dans Z)
zE Z

z€ a—€
a—e

a—€

alors

(T(z)) Z est appelé semi-groupe analytique de type a dans X.

zE

o

Théoréme 1.6. Soient A un opérateur linéaire fermé a domaine dense D(A) dans X
et 0 < a < 3 tels que

> cp4),

a+m/2
M
Al

On définit la famille d’opérateurs linéaires (T (t))i0, notée (e);>o par

M >0, VA€ p(A), (A=) <

T(0) = I,

1
Vt >0, Ve e X, T(t)x = eax = — / eM(A — N xd),
r

2
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ou I' C p(A) est un contour non borné dans Z allant de +ooe™(™/2+) § 4 ooei(T/2+e),
a+m/2

Alors, (e")>0 est un Cy semi-groupe de générateur infinitésimal A.

De plus, le Cy semi-groupe (e!1);>q se prolonge analytiquement en un semi-groupe analytique

de type o noté (e**)
zE

o

Remarque 1.4. Si A est un opérateur linéaire fermé o domaine D(A) dans X vém’ﬁant ,
s
alors —A € E 0<a<—.
2 « e — 2
a+m/2

Proposition 1.5. Soient A € L(X) et C C C un circle de centre 0 et de rayon r > || Al|, alors

1
M=_— [ R\ A R. 1.
e 27ri/ce R(N, A)dA, t e (1.7)

Soit w € R.

1.5 Opérateur sectoriel

Il est important de préciser qu’il existe de nombreuses définitions équivalentes pour les opé-
rateurs sectoriels.

Définition 1.11. On dit qu’un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est sectoriel s’ils existes
des constantes w, 0 € (w/2,m) et M > 0 telle que

p(A) D Spw ={AeC: X#w, |arg(A —w)| <0},
(1.8)

HR()‘7A)”L(X) S %7 A€ S@,w-

On note que tous les opérateurs sectoriels sont fermé puisque l'ensemble résolvant n’est pas

vide. Pour tous t > 0, la condition (1.8)) est utilisé pour définir un opérateur linéaire borné e

Exemple 1.1. On a comme exemple l'opérateur de Laplace A

N
=1

st N>1onalAu=1".

Théoréme 1.7. Soient A un opérateur sectoriel, e est donné par. Alors, les affirmations
sutvantes sont vraies.

ez € D(A®) pour tout t >0, z € X, k € N. Si z € D(A¥), alors

Aketdy = etAAkx, t>0.

etest = e pour chaque t, s > 0.
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Il existes des constantes M;, avec i ={0,1,2,...,k} telle que

HetA”L(X) < Moe"", t >0,
(1.9)

|t5(A — wI)*e < Mge™, t > 0.

Ul

En particulier, de[1.9 le deuziéme estimation il s’ensuit que
pour tout € > 0 et k € N il existe Cy > 0 telle que

[#£ A% | ) < Cree™*, £ > 0. (1.10)

La fonction t — e de classe C*°((0,+00); L(X)) on a pour tout k € N
dk
%em = AR 1> 0, est vraie. (1.11)

A

De plus, il est analytique e** sur le secteur Sp_r/20 et pour

z = peia S SQ_T(-/Q’(], 0 e (7'('/2,9 - Oé),
l’égalité

1
et = — [ eMR(\ A)d\,  est satisfaite.
2mi

Preuve. Voir [4].

Proposition 1.6. les affirmations suivantes sont satisfaites

t—0t+ t—0t+

r € D(A) ety = .

Si x € D(A), alors lim ¢z = x. Réciproquement, si y = lim e'‘a existes, alors

t
Vo e X et t >0, 'intégrale / e*Axds appartenant a D(A) et
0

t
A/ eAuds = e — x. (1.12)
0
Si, de plus, la fonction s — Ae*“x est intégrable dans (0, €) pour petit € > 0, alors
t
e —x = / Ae*xds, t > 0.
0

- ey —

Six € D(A) et Ax € D(A), alors lim — = Az. Réciproquement, si
t—0
-2
z = lim ——— existes,
t—0+ t

alors x € D(A) et Ax =z € D(A).
Siz € D(A) et Az € D(A), alors lim Ae™'z = Ag.

t—0t

Preuve. Voir [4]. u
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1.6 L’espace d’interpolation

Soient A : D(A) C X — X un opérateur sectoriel et I’'ensemble

My = sup HetAH, M, = sup HtAetAH. (1.13)

0<t<1 0<t<1

Pour tout # € D(A) la fonction t — wu(t) = ez appartient a C([0,T]; X) et pour tout
z € D(A) tel que Az € D(A), il appartient a C1([0, T]; X).(la proposition [L.6)
Donc, on poser le question

Comment pouvons-nous caractériser la classe des données initiales telles que u(t) = etz

a une régularité intermédiaire, par exemple, il est holderienne d’exposant v pour certains
0<y<1?

Pour résoluer le question, on introduit quelque espace de Banach entre X et D(A).

1.6.1 Espace de Moyenne

Soit X un espace de Banach complexe .

Définition 1.12. On définit pour p € [1,400]

e dt
LP(RT; X) = {f : RY — X fortement mesurable, / If " - < oo} ,
0

et pour p = 400
LP(RT; X) = {f : RY — X fortement mesurable, sup ess | f(t)|| < oo} .
teRt

Proposition 1.7. Soit p € [1,400]. Alors, LP(RT; X) est un espace de Banach muni de la
norme

1
([Tisord)? sive o

sup ess || f(t)]| s p = +00.
\ tERT

/]

LE(RH5X)

Définition 1.13. Soient (Xo,[.|[x,) et (X1, [-lx,) deux espaces de Banach s’injectant conti-
nument dans un méme espace vectoriel topologique séparé . Soient p € [1,+o0] et 6 €]0, 1].
On appelle espace de moyenne (ou espace d’interpolation ) entre Xy et Xy, Uespace (Xo, X1)o,
défini par

vt > O, ElU()(t) € XQ, Elul(t) € X1 . f = 'Lbo(t) + ul(t),
€ € (Xo, X1)pp =
t_QUO(t S LQ(R+, Xo), t1_9u1 S LQ(R—i_, Xl)
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Proposition 1.8. Soient p € [1,+00] et 6 €0, 1].
Alors
(X07 Xl)@,p - (X17 XO)I—G,])‘

Pour la définition suivant Xg = D(A) et X1 = X.

Définition 1.14. Soient p € [1,+00] et § €]0,1] et A un opérateur linéaire fermé de domaine
D(A) C X muni de la norme du graphe. Alors, on définit

Da(0,p) = (X, D(A))op

Définition 1.15. Soit A : D(A) C X — X un opérateur sectoriel et 0 < v < 1 fizé, on a
l’ensemble
D4(y,00) = {:c € X;[z], = sup Ht”’lAetAxH < +oo} )

0<t<1

(1.14)

121 by y00) = 1l 4[], -

On note que, la caractérisation de D 4(7,00) est comportement de Htl“/Aetﬂ voisin t = 0.
En effet, pour 0 < a < b < +00 et pour chaque © € X estimation de (1.9) , avec k = 1
implique que

sup ||t7’1AetA:cH < C||z| , avec C= C(a, b, 7).

a<t<b

a cet effet, Uintervalle (0,1] dans la définition de D (v, 00) peut étre remplacer par chaque
[0, 7], avec T > 0 et pour tout T > 0 la norme x — |z|| + sup [[7""Ae'z|| est équivalent a
o<t<T

la norme dans (1.14)) . Pour k =2 et pour tout x € D (v, 00) on obtient

sup Ht2_7A2etAxH < sup HtAet/ZAHL(X) Htl_WAet/MxH < Clz|p,

7v,00)
0<t<T 0<t<T

Six € Da(vy,00) et T > 0, alors la fonction s — HAeSAycH appartient o L'(0,T) par la
proposition (2) implique que

t
e —x = Aetxds, t >0, limez = z.
0 t—0

En particulier

D(A) C Dy(y,00) C Da(8,00) C D(A), 0 < B <vy<L1.



Chapitre 2

Probléme de Cauchy abstrait

Dans ce chapitre, nous allons voir que 'on peut donner plus d’informations sur ce sujet pour
certaines solutions du probléme de Cauchy abstrait.

Soit A : D(A) C X — X un opérateur sectoriel et 7' > 0. On étudie le probléme de Cauchy
non-homogeéne
u'(t) = Au(t) + f(t), 0 <t <T,
(2.1)
u(0) = =z,
ou f e C(0,T]; X)“(f : [0,T] — X continue)”. On introduit les deux domaines suivants

D' = {u e CY([0,T]; X) N C([0,T}; D(A))},

D? ={u € C((0,T); X) N C((0,T]; D(A)) N C([0,T]; X)} .

Alors on définit la solution du probléme (2.1)) comme suit :

2.1 Solution stricte et classique

Définition 2.1. Soit f : [0,T] — X une fonction continue et x € X. Alors
M On dit que u est une solution stricte de [2.1)) si u € D' vérifiant

u'(t) = Au(t) + f(t), YVt € [0,t], u(0) = z.

. On dit que u est une solution classique de (2.1)) si u € D?* vérifiant

u'(t) = Au(t) + f(t), Vt € (0,t], u(0) = x.

Remarque 2.1. Grace a la définition on remarque que si le propleme (2.1) admet une
solution stricte, alors

z € D(A), Az + f(0) = u'(0) € D(A)
et si le probleme (2.1)) admet une solution classique, alors

x € D(A).

14
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2.2  Solution mild

Définition 2.2. On définit u la solution de probleme (2.1)) par la formule suivante

u(t) = ez + /t e =4 f(s)ds. (2.2)

0

Si Uintégrale dans la formule (2.2)) est bien défini, alors la fonction u qui est définie par (2.2)
est appelée solution mild pour le probléme (2.1)) .

Lemme 2.1. Soient A : D(A) C X — X est un opérateur fermé et I un intervalle réel avec
infl =a, supl =b (-0 <a<b<+4o0)et f:1— D(A) telle quet — f(t), t — Af(t) sont
intégrable dans I. Ce que implique

/bf(t)dt € D(A), A/bf(t)dt:/bAf(t)dt.

Preuve. Voir [4].

Proposition 2.1. Soit f € C((0,T]; X) telle que t — ||f(t)|| € L*(0,T) et soit x € D(A).
Si u est une solution classique de probleme (2.1)) , alors elle est donnée par la formule (2.2]).

Preuve. Soit u une solution classique.
Ce signifie que w € C'((0,7]; X) N C((0,T]; D(A)) N C([0,T]; X) et soit la fonction
v e C([0,t]; X) N C((0,t); X) qui définie par
v(s)=el=y(s), 0< s <t
et v(0)=e"u(0)
v(0)=ex, v(t)=u(t)
V' (8)=—Aet=)Ay(s) + =)/ (5)

V' (8)=—Ae)Au(s) 4+ DA (Au(s) + f(s))

v (s)=et=)4f(s), 0 < s <t

En effet, pour 0 < 2¢ < ¢, on a

[ s
/ﬁ T sy ds—ult — &) — v(6)

= / h e DAf(s)ds = v(t — €) — v(e).



CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY ABSTRAIT 16

On fait tendre € vers 0T, on obtient
t
v(t) —v(0) = / e f(s)ds
0
t
= o(t) = / DA f(s)ds + et
0

Proposition 2.2. Soient f € Cy((0,T); X) et x € X. Si u est définie par (2.2) , donc pour
t
tout t € [0, T, 'intégrale / u(s)ds appartenant & D(A) et
0
t t
Mw:x+A/u@myﬁ/fQM&ogsgt (2.3)
0 0

Preuve. Pour tout ¢ € [0, 7], on a

t t ¢ s
/ u(s)ds:/ GSAxds—i-/ ds/ e~ f(0)do
0 0 0 0

t t t
:/ e*Axds +/ da/ e(S_U)Af(J)ds, 0<o<s<t.
0 0 o

On pose 7 = s — 0,
si s=0c=7=0 et dr = ds,

sl s=t=T17=1t—0.
Alors . o
/ e~ (0)ds = / e f(o)dr.
o 0

t—o
D’aprés assertion 2 de la proposition / e™ f(o)dr appartenant & D(A) et
0

A/t e(s_(’)Af(a)ds:/t A=A f(0)ds

g

=[O,
== {(0) ~ 1{(0)
=~ 1) f(0)
=(el=4 — 1) f(o).

D’autre part, d’aprés le lemme (2.1 ; on a

/Otda/gte(sU)Af(U)dS € D(A).
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t
D’aprés 1'assertion 2 de la proposition , l'intégrale / u(s)ds € D(A) et
0

t t t ¢
A/ u(s)ds=A {/ eSAxds—i—/ da/ e(S_J)Af(U)ds}
0 0 0 o
¢

=ety —x + / (=4 _ D f(o)do, 0 <t <T.
0

t
On compose 'opérateur A a I'intégrale u(s)ds et on utilise ’assertion2 de la proposition (1.6
g
0

on obtient

a [ u(s)ds—etrs - (-4 _ ) f(o)d
/Ou(s) s=e'x m—i—/o(e )f(o)do
“utt) o~ [ fs)as,

_ tA ! t—o d
car u(t) =e x+/0 e 7 f(o)do

s ut)=A /Ot u(s)ds + @ + /Ot £(s)ds. -

Dans la proposition suivante, on présente que la solution mild est dans C7([0,7]; X) pour
x = 0. Pour cela, on définit

My= sup |[t"AFe™|, k=0,1,2 (2.4)
0<t<T+1
t
et ult) = (M F)(t) = / =94 f(g)ds, 0 <t <T. (2.5)
0

Proposition 2.3. Soit f € C,((0,7); X), alors la fonction v appartenant ¢ C7([0,T]; X) pour
v € (0,1) et il existe C = C(v,T) telle que

[0l oy < € sup [[F(s)]]- (2.6)

0<s<T
Preuve. Pour 0 <t <T, on a

o1 [ e s

< [ s s

g/ sup||e(t’3)Af(s)||ds
0

< sup || /]l t
0<t<T+1

< Mot || fl o -
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Considérant que, pour 0 < s <t <T, on a

v(t) —v(s)= /0 t e~ f(s)ds — /O ) f(o)do

:/08 =¥ (0)do + /: A f(g)do — /05 e~ f(5)do

:/s (e(tfa')A . e(sfo)A) f(U)da+/t e(sfg)Af(O')dO'
0 s

posons
g(t):(e(tfa)A _ 6(370')14) f(O')

g (t)=Ae=f(0)

et on fait le changement de variable 7 =% — ¢
sit—>s=17=s—0, dr=dt

sit—=>T=71=T—o0

) — o /da/ Ae™ f( dr+/ (s=)Af(0)do.

lot) — o(s)ll < M |1l /da/ T M (- 9)

do t=e
< M
<wlfl [ s [

s dO’ t—s 1
<M —_— —dt + M, t—
<MWl [ s [ e Ml =

Finalement

1flloo (2 = 5)

o

(MlTl‘V

ML+ e =) I

2.3 Comparaison entre la solution stricte, classique et mild

Lemme 2.2. Soient f € Cy((0,7];X), x € D(A) et u la solution mild de probléme (2.1)).

Alors, les conditions suivantes sont equivalentes
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M u e C((0,T); D(A)).
2 uecc'((0,T]; X).

18 u est une solution classique de probleme (2.1)).
Si de plus; f € C([0,T); X), les conditions suivantes sont equivalentes

@ ueC(0,T];D(A)).
b uecCY0,T];X).
€ u est une solution stricte de probleme (2.1).

Démonstration. On montre que et 2] {3 Il est claire que la condition [3| implique
les deux conditions [I] et 2] , donc reste & voir 'implication inverse.

o MI=13
onau € C([0,T]; X) et satisfaite 2.3], alors pour tout t et ¢+ h € (0,7
¢ h) — ¢ 1 t+h 1 t+h
ult + ])l u(t) = EA/t U<S)d8+ﬁ/t f(s)ds. (2.7)
et si f est continue au point ¢, alors
1 t+h
tin 5 [ s = 10 29

Par passage a la limite

lim (u(t + h})L — u(t))zu,(t)

h—0t

1 t+h 1 [t+h
= lim —A/ u(s)ds + —/ f(s)ds
¢ ¢

h—0*t _h h ]
_1 t+h 1 t+h T

=1 — A _
Jim _h/t u(s)ds + h/t f(s)ds—

Comme Au et f sont continues dans (0,77, alors

—Au(t) + f(t).

Pour I'équation (2.7)) et (2.8) on obtient que w est différentiable au point t.
Donc, u/'(t) est continue dans (0,7]. Par conséquent, u est une solution classique.

o P=13

On suppose que u est continue sur (0,7, alors

Tim, E /t Hhu(sms] —u(t).

D’autre part, 'équation (22.7)) et (2.8) implique que la limite existe

s A (1 [ s =t - st
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Comme A est un opérateur fermé, alors u(t) appartient a D(A) et Au(t) = u'(t) — f(t).
Puisque v’ et f sont continues dans (0,77, donc Au est aussi continue dans (0,7]. En
conséquent que u est une solution classique.

Similairement, on montre les équivalences des conditions a) < b) et b) < ¢).

Théoréme 2.1. Soient f € CY([0,T;X), x € X et u la fonction qui définie dans (2.2).
Alors, u € C7([¢, T); D(A)) N C™([e, T); X) pour tout € € (0,T).
De plus, les affirmations suivantes sont satisfaites

M Siz e D(A), alors u est une solution classique de probléme (2.1).

12 Sixz e D(A) et Az + f(0) € D(A), alors u est une solution stricte de probleme (2.1)) et
il existe C' > 0 tel que

HUHcl (o,1:x) + HUHC(OT] D(A)) = c (Hf”cv(OT + ||x|lD(A ) (2.9)

18 Sizc D(A) et Az + f(0) € Da(y, 00), alors u' et Au sont dans C7([0,T]; X).
De plus, u' appartient @ B([0,T]; Da(7y,00)) et il existe C tel que

[l i oy + 1Al e o100 T 118 N 3107700 ri00) (2.10)
< € (Ifllor o + 1lloga) + 142 + FO)ll )
Démonstration. On a pour tout ¢ € [0, 7]
t
u(t)=ew +/ e~ f(5)ds
Ot t t
—e!dr + / e A f(s)ds + / = f () ds — / e (1) ds
0 0 0
(2.11)

= [0 = 01 + e [y

:Ul(t) + Uz(t),
telle que

un(t) = / 94 (f(s) — f(1))ds,

t
uy(t) = 4w + / e f(t)ds.
0

On note que u;(t), uz(t) € D(A) pour ¢ > 0. On utilise le lemme [2.2] pour montrer que si

x € D(A), alors u € C((0,T]; D(A)) et si z € D(A) et Az + f(0) € D(A), alors
ue C([0,T]; D(A)).
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Concernant le terme u, (), I'éstimation

[Ae 4 (f(s) = F(@))]] <

implique que la fonction s — e*=*)4(f(s) — f(t)) est intégrable & valeur dans D(A), telle que
uy(t) € D(A) pour tout t € [0,T].

t
Et pour uy(t), on sait que etz € D(A) pour t > 0 et / e f(t)ds € D(A). De plus, on a
0

( Auy(t) = /Ot Aet=9A(f(s) — f(t)ds, 0<t<T,

¢
Au2(t):AetAx+/ A=A f(t)ds, (2.12)

0

\ =Aetz + (e — 1) f(1), 0<t<T,
Si x € D(A), alors Aus(t) est vérifie pour t = 0. On montre que Au,(t) € C7([0,7T]; X) Pour

0<s<t<T, ona
Aus(t) = Au(5)= [ (AI(F() = (1) = A (7o) = () do
# [ A 0) ~ fiopdo
= [ (A — 4N o) = 1 (s)) do
+ [ A 6) = p0)o+ [ AN (o) p(0)do
_ /0 s / i A2 Adr(f(o) — f(s))do
(e — =AY (f(s) — f(1)) + / t A=A (f(o) = f(1))do.

Et
Au(t) ~ A ()] < Malfler [ (5= [ 7 i

S§—0

42Uy flee (1= 5P+ M s [ (0= 0o

< My [flen /OS do /__U T2 + (2Mo + My ™) [flon (8 — )7

M, M, .
= (7(1 —y A 7) o (1= 9)
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et Aus(t) € C7([e, T]; X) pour € € (0,T) ce que implique Au € C7([e, T]; X).
Eneffet, u € C7([e, T]; X) (puisque ¢ — "4z € C7((0,T); X) et d’aprés la proposition 2.3/ on a )

t /t e =45 (s)ds € C7([0,T); X).
0

Et que u € C7([¢, T]; D(A) pour € € (0,T), alors u € C((0,77; D(A)).

Pour t — 0% et si x € D(A), alors on a la fonction t — ez € C(]0,T]; X).
Donc, u € C([0,T]; X) (voir la proposition 2.3 ). Si # € D(A), on peut écrire

Au(t) = e (Az + f(0)) +e(f(t) — f(0) — f(t), 0<t<T. (2.13)

Si Az + f(0) € D(A), alors 1iron+ Aus(t) = Az, (Ausg(t) est continue pour ¢t = 0).
t—

Donc, on conclut que u = u;y + uy € C([0,T]; D(A)) est une solution stricte de probléme (2.1)).
Et pour I'éstimation (2.9) v = Au+ f et

M,y

| Au (B < M, [flo / (1= 9 s = =L fl 0

[Aus (@) < Mo [|Az]| + (Mo + 1) || f]l -

Donc, on peut conclure la preuve de 2.
Si, Az + f(0) € D4(y,00), alors on a t + e (Ax + £(0)) € C7([0,T); X), avec

| (Az + FO) < Cll(Az + (), 0y PO C >0,

De plus, on suppose que f € C7([0,T]; X), alors il reste a preuve que t — e(f(t) — £(0)) est
holderienne. Pour 0 < s <t <7, on a

[ 4(F(t) = f(0)) = e (f(s) = F0)]| < [[(e =) (f(s) = FO)]| + [[e™ (£(2) = f(s))]|
A/t e“Ado

<M [flen s [ 4 Ml =7 fler

< 5" [flen + Mo(t = 5)7 [flew

L(X)

< M [f]en /0 o7 o + Mo(t — 5) e

M,y
< (Z ) (=97 fler
g
Donc Aus(t) est holderienne et I'estimation suivant est vérifiée

HUHCHV([O,T];X) + HAUHC’Y([O,T];X) <cC (Hf”cv([o,T];X) + [zl x + [[Az + f(O)HDA('y,oo)> :

Pour 0 <t < T, ona

(1) = / A (f(s) — F(1))ds + e (£(2) — £(0)).
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(on va éstimer [u'(t)] 5, alors, pour 0 < & < 1 on conclure

%00))

e Actw )] <|

€7 Jy A (f(s) — f(1)) ds|
(|6 A1+O4 (Ag 4 £(0))]| + €17 A4 (£(2) — £(0))]]
< Myl €7 [ = o)+ € - sy
0
< Mo [Az + f(0)]p, (1,000 T M [flcn g+

< My [fle / (0 1) 2o + My [ Az + (0] 0s ey + M s

Done, [W/(t)]p,(,.0) €5t bornée dans [0, 7. |

,y?OO

Remarque 2.2. La démonstrastion de théoreme implique que la condition

Az + f(0) € Da(r,00) est nécéssaire pour que Au € C7([0,T]; X). Autrefois cette condition
est satisfaite, elle reste vraie pour toute lintervalle [0,T], dans ce cas Au(t) + f(t) = u/'(¢)
appartient & D a(y,00) pour tout t € [0,T].

Théoréme 2.2. On suppose que f € C([0,T]; X) N B([0,T]; Da(v,0)). Alors, la fonction
v = (e x f) appartient a C([0,T]; D(A)) N CY[0,T); X) est une solution stricte du probléme
survant

V(t) = Av(t) + f(1),0 <t < T,
(2.14)
v(0) = 0.

De plus, v' et Av sont dans B([0,T]; Da(vy,0)), Av € C7([0,T]; X) et il existe C tel que
HU/||B([0,T};DA(%OO)) + HAU”B([O,T];DA(%OO)) + HAUHcmo,T];X) <C HfHB([O,T];DA('y,oo)) (2.15)

Démonstration. Pour 0 < ¢ < T, on suppose que v(t) € D(A) et on note |f| la norme de
f dans B([0,T]; Da(y,00)), alors on a

r M” A, (2.16)

t
ool < My 1] [ (0= 97 s <
0
De plus, pour 0 < ¢ <1, on a

|7 At A Au(t) || = €1

/Ot =94 F(5)d

< My 177 /0<t+§— s) s | f] < Moy ~Ifl (217)
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Donc, Av € B([0,T]; D (v, 00)).
Pour 0<s<t<T,ona

J40(0) = (o) < 4 [ (6070 = 1) fioyao

+ HA/t e(t*")Af(U)da

s

s t—o t
< My |f] / da/ 72 + M |f] / (t — o) o
0 sS—o s

M27r\/ Ml’fy —SFY
T R )(t Y. (218)

Alors, on déduit I'éstimation (2.15) d’aprés les éstimations (2.16) , (2.17) et (2.18]).
De le lemme , on obtient la différentiabilité de v .

ce implique que ||Av(t) — Av(s)|| < (7

Corollaire 2.1. Soient x € X, f € C([0,T]; X) N B([0, T]; Da(7y,0)) avec 0 < v < 1 et u est
donnée par la formule . Alors, w e C*((0,T]; X)NC((0,T]; D(A)) et

u € B(le,T]; Da(y + 1,00)) pour tout ¢ € (0,T). De plus, les affirmations suivantes sont
satisfaites

St x € D(A), alors u est une solution classique de probleme (2.1)) .

Siz € D(A) et Az € D(A), alors u est une solution stricte de proléme (2.1)) .

Six € Da(y+ 1,00), alors v’ et Au appartiennent & B([0,T]; Da(y,00)) N C([0,T]; X).
De plus, Au est dans C7([0,T]; X) et il existe C > 0 telle que

14 O 50,11, 0a(r00)) T 1A 50,1704 (r00)) T 1AUN 00,17, (2.19)

< (C N aoroatroon * 1olpyroey)

Preuve. Soit u(t) = ez + (' * f)(¢).
Si # € D(A), alors la foncion t + ez est une solution classique de probléme de Cauchy
homogéne pour ¢ > 0 . Mais si € D(A) et Az € D(A), u est une solution stricte.
La solution u est aussi solution stricte si @ € D(y 4 1,00) et appartient &
CY([0,T); X) 1 B0, T); Da(y + 1, 50).
En fin, de théoréme [2.2| on obtient I’éstimation (2.19)).

2.4 La solution classique et mild dans le casou f € L'((0,7); X)

Dans cette section, on définit le probléme de Cauchy non-homogéne suivant

u'(t) = Au(t) + f(t), t > 0,
(PNHC) (2.20)
u(0) = x.
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Ou f : [0,T[— X est une fonction, A est le générateur infintésimal d’'un Cy semi-groupe
(T'(t))e>0, par conséquent I'équation homogéne correspondante & f = 0 admet une solution
unique pour tout x € D(A).

Définition 2.3. Soit u : [0, T[— X une fonction est dite solution classique de probleme ([2.20))
sur [0, T si

M u est continue sur [0,T].
12 u est contindment différentiable sur )0, T

18 u(t) € D(A) pour 0 <t < T et u vérifice (2.20) .

Proposition 2.4. Soit f € L'((0,T); X), alors pour chaque v € X le probléme (2.20) admet
au plus une solution . Si la solution du probléme (2.20) existe, alors

u(t) =T(t)x + /OtT(t —s)f(s)ds. (2.21)

Preuve. Soient A est le générateur infintésimal d’'un Cy semi-groupe (T'(t));>0, f € L'((0,T); X)
et v(s) = T(t — s)u(s) est différentiable pour 0 < s < t.
D’aprés la proposition on obtient la dérivée de la fonction v

%g:ATQ—@M$+T@—$W@)
—=—AT(t — s)u(s) + T(t — s)(Au(s) + f(s)) (2.22)
=—AT(t — syu(s) + T(t — s)Au(s) + T(t — s) f(s)
=T(t — s)f(s).
Par intégration de sur (0,t), on obtient
AlmgmzA T(t — 5)f(s)ds
M@@:A T(t — 5)f(s)ds
:T@x+AHW—sﬁ@M&
m

Définition 2.4. Soient A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t))i>0, + € X et
f e LY(0,7); X). La fonction u € C([0,T]; X) donnée par

MﬂzT@x+AHﬁ—3ﬁ@M&O§t§ﬂ (2.23)

est appelée la solution mild de probléme (2.20) sur [0,T].



CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY ABSTRAIT 26

Remarque 2.3. e La solution muld n’est pas en générale une solution classique du probléme

(2.20) méme dans le cas 0w f = 0.
Contre exemple : Si x & D(A) et f =0, alors u(t) = T(t)x nest pas différentiable en 0%,

e Pour f € L'((0,T); X) le probleme (2.20) admet une solution mild unique.

2.5 Existence, unicité et régularité

Remarque 2.4. En générale, la continuité de f n’est pas suffisante pour assurer [’existence
des solutions de probleme (2.20) pour x € D(A).

Exemple 2.1. Soient A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t))i>0, v € X tel
que T'(t)x ¢ D(A) pour tout t > 0. On considére la fonction f définie par

f(s)=T(s)x, 0<s<T.
Alors, [ est continue pour s > 0. Considérons le probléme suivant

W' (t) = Au(t) + T(t)x, t >0,
(2.24)
u(0) = 0.

Le probléeme n’admet pas de solution méme si 0 € D(A). En effet, la solution mild de (2.24) est
t
u(t) =T(t)0 + / T(t—s)T(s)xds =tT(t)x.
0

n’est pas différentiable pour t > 0 et donc ne peut pas étre une solution de probléme (2.24)).
Alors, on a besoin d’ajouter des conditions autres que la contiuité de f.

Lemme 2.3. Soit h : [a,b]— X une fonction continue admettant une dérivée a droite h/,
continue sur [a,b[. Alors h est contindment différentiable sur [a,b].

Démonstration. Voir [§].

[
Théoréme 2.3. Soit A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t))i>o et soit
f e LY(0,7); X) continue sur |0, T et soit v la fonction qui définie par
t
v(t) = / T(t—s)f(s)ds, 0<t<T. (2.25)
0

Le probléme (2.20) admet une solution u sur [0, T[ pour tout x € D(A) si l'une des conditions
sutvantes est vérifiée

1) v est contindment différentiable sur 10, T.

2) v(t) € D(A) pour 0 <t <T et la fonction t — Av(t) est continue sur |0,T7.
Réciproquement, si le probleme (2.20) admet une solution w sur [0,T[ pour un certain
xz € D(A), alors v vérifie les conditions 1) et 2).
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Démonstration. De la proposition @ pour u la solution de probléme pour tout
z € D(A) la solution donnée par la formule (2.21)). Par conséquent ¢ — v(t) = u(t) — T'(t)x est
une fonction différentiable pour ¢ > 0, v'(t) = u/(t) — T'(t) Az est continue sur |0, 7 alors 1) est
vérifiée.
De plus, si @ € D(A), alors T'(t)x € D(A) pour t > 0, donc v € D(A) pour t > 0 et

Av(t)=Au(t) — AT (t)x,

—u/(t) — f(t) — T(t)Ax.

Alors, t — Av(t) est continue sur |0, 7| ainsi 2) est vérifiée.
D’autre part, on a pour tout h > 0

%U (t):T(h})Lv(t) ) ugﬁ)
zy /Ot T(t — 5)f(s)ds — iht)
:% /Ot T(W)T(t — s) f(s)ds — ?
:%/OtT(t—kh—s)f(s)ds—?, 0<t<t+h<T
:% /Ot T(t+h—s)f(s)ds+ % /OM T(t+h—s)f(s)ds
_% /OHhT(t +h— ) f(s)ds — %
- /to T(t+h— s)f(s)ds + %/OM T(t 4+ h— 5)f(s)ds
[ s - 10
:% /OHhT(t b h— ) f(s)ds — %[MT@ b h— ) f(s)ds — #
R Y B (U ERVIC D

On a f est continue, alors
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e Si v est contiiment différentiable sur |0, T'[, alors de la formule (2.26)) on déduit que
v(t) € D(A) pour 0 <t < T et Av(t) =v'(t) — f(t) et pour v(0) = 0 alors
u(t) = T(t)x + v(t) est la solution de probléme (2.20) pour x € D(A).

e Siw(t) € D(A) pour 0 <t < T, on a de I'égalité que v est différentiable a droite en ¢ est
donné par

va(t) = Av(t) + f(t)

et de lemme (2.3) v est continiment différentiable sur |0, 7] et v/(t) = Av(t) + f(t), car
v(0) =0, u(t) =T(t)x + v(t) est la solution de probléme (2.20) pour x € D(A). [

Corollaire 2.2. Soit A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe (T(t))i>o0.
Si f est continament différentiable sur [0,T], alors le probleme (2.20) admet une solution u sur
[0, T[ pour tout x € D(A).

Démonstration. On définit la fonction v comme suit

v(t) = /0 T(t—s)f(s)ds = /0 T(s)f(t — s)ds. (2.27)

La fonction v est différentiable pour ¢t > 0 et D’aprés 'intégrale de Leibniz, on a

V(1) = T(8)/(0) + / T(s)f(t — 5)ds

=T(t)f(0) + /OtT(t —5)f'(s)ds.

D’ot, v’ est continue sur |0, T[. (La condition 1)de théoréme [2.3| permet de conclure)

Corollaire 2.3. Soient A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t));>0 et

f e LY(0,7T); X) une fonction continue sur |0, T[. Si f(s) € D(A) pour 0 < s <T et

s — Af(s) € L*((0,7T); X), alors pour tout x € D(A) le probléme (2.20) admet une solution
sur [0, T7.

Démonstration. D’aprés les conditions du corollaire on a pour tout s > 0,
T(t—s)f(s) € D(A) et la fonction s — AT (t — s)f(s) = T(t — s)Af(s) est intégrable. Ainsi,
t

pour t > 0, v(t) = / T(t—s)f(s)ds € D(A) et

Av(t) = A ( /0 Tl ) f(s)ds) _ /0 Tt — $)Af(s)ds est continue

Done, on déduit que le probléme (2.20) admet une solution sur [0,7'[ ( de la condition 2)de

théoréme [2.3) ).
|
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Régularité

Dans cette partie, le probléme est valable pour t = 0.
Soient A le générateur infintésimal d’un Cj semi-groupe (T'(t));>0 et f € L'((0,T); X) D’aprés
corollaire si f € CY([0,T]; X), alors la solution mild devient une solution classique,
(i.e une solution contintiment différentiable de probléme ). Si A le générateur infintésimal
d'un () semi-groupe analytique, nous obtenons un résultat qui est beaucoup plus fort.

Lemme 2.4. Soit g : R — X wune fonction lipschitzienne bornée. Alors, pour tout v €]0, 1],
g est holderienne.

Démonstration. Voir [1].

Théoréme 2.4. Soient A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe analytique (T'(t))i>0
et f€ LP((0,7);X), avec 1 < p < 0o. Si u est une solution mild de probleme (2.20)), alors u

sur [e, T pour tout € > 0. De plus, si x € D(A), alors u est

est hélderienne d’exposant b

hélderienne avec méme exposant sur [0,T].
Démonstration. Voir [I](la page 68+la page 48).
|

Théoréme 2.5. Soient A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe analytique (T'(t))i>0,
feLi(0,T);X).
Supposons que pour tout 0 < t < T, il existe 6; > 0 et wy : [0, +00[— [0, +00[ est une fonction
continue tels que

1f(t) = ()]l < we ([t —s]) (2.28)
et
/& @47 < o0, (2.29)

Alors, pour tout x € X, la solution mild de (2.20)) est une solution classique.

Démonstration. Soient A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe analytique (7'(t));>o,
f e LY((0,T); X).
Pour montrer le théoréme 2.5, on utilise le théoréme [2.3], il suffit de montrer que

v(t) = /OtT(t —s)f(s)ds € D(A) pour 0<t<T

et t — Av(t) est continue sur |0, 7.
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Alors .
o(t)= /0 T(t — 5)f(s)ds

:/OtT(t—s)f(s)ds—/OtT(t—s)f(t)der/O T(t — 5)f(t)ds

- / T(t - 5)(f(s) — f(£))ds + / T(t — ) f(t)ds

=V1 (t) + Ug(t) .

D’aprés la proposition la caractérisation 2) on a ve(t) € D(A) et Avg(t) = (I — T(t))f(¢)
et on a de l'equation (2.28)) f est continue sur 0,77 alors ¢ — Auvy(t) est continue sur |0,T] .
Alors, reste a vérifier la méme condition pour v; pour cela on définit

)= [T = 9)7(6) = F(B)s, Vi 2 ¢

et
Ul,e(t) = O, Vit <€

telle que vy — vy pour € tend vers 4 0 et v1 . € D(A). De plus, pour tout ¢ > €
t—e
Avift) = [ AT = 9)(5(6) - fE)ds.
0

et d’aprés les équations (2.28) et (2.29) implique que pour tout ¢ > 0 Awv; . converge quand
e —0et

lim Avy , (£) = /0 AT(t — 5)(f(s) — F(t))ds.

e—0

Puisque A est fermé, alors vy (t) € D(A) pour t > 0 et

Avy () = /0 AT(t — 8)(f(s) — f())ds,

Plus précisément, on montre que ¢ — Awv;(t) est continue sur |0, 7.
Pour 0 <d <tona

) t
Ant) = [ AT = 5)(() = FO)ds+ [ AT( = 9)(7() = F®)s

pour 6 > 0 fixée on a
Avl(t)Z/O AT(t = s)(f(s) = f(t))ds + /5 AT(t = s)(f(s) — f(t))ds

=0(0) + une fonction continue.

Donc, t +— Awv;(t) est continue sur |0,T|. [

Le corollaire suivant présente que si f est hdlderienne, alors la solution mild est une

solution de probléme (2.20) .
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Corollaire 2.4. Soit A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe analytique (T(t))i>o0-
Si f € LY(0,7); X) est localement hilderienne sur 0, T], alors pour tout x € X le probleme
(12.20)) admet une solution unique.

Lemme 2.5. Soient A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe analytique (T'(t))i>o et
f e ([0, T]; X).
Si

n(®) = [ T =916 = s0)as. (2.30)
alors, v1(t) € D(A) pour tout 0 <t <T et t — Avi(t) € C7([0,T]; X).

Preuve. La démonstration de vi(t) € D(A) pour tout 0 < ¢t < T est détaillée dans la
démonstrations de théoréme 2.5 .
Montrons que ¢t — Aw;(t) est holderienne sur [0, 7. Soit M > 1 et C' > 0 tels que

ITt)| <M sur [0,T]

et
C
|AT(2)| < S pour 0<t<T. (2.31)

Alors, pour 0 < s <t <7T on a

HAT(t)—AT(s)H:‘ / A2T(7)dr

s

¢
< / HAQT(T)H dr

2

t
:/ At ar
s 2
bdr C’
<40 | 4= @) .
<0’ | S=a—t—s) (2.32)

S

Soit t > 0 et h > 0, alors

Avy(t+h) — Avl(t):A/O T(t+h—s)— T(t — $)(f(s) — F(£))ds

+A/tT(t +h—=3s)(f(t)— f(t+h))ds
0 (2.33)

t+h
+A/t Tt+h—s)(f(s)— f(t+h))ds

:[1 + IQ + [3.
Comme f € C7(][0,7T]; X) (notons C}, la constante de Holder ), alors d’aprés ,on a
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1] S/O ATt +h = s) = AT(t = s)|[ [|f(s) = f(D)] ds

ds
t—s+h)(t—s)'

t
< AC'Cyh /
o (

< Cyh.
On utilise I'asserition 2) de la proposition [I.1] et que f € C7([0,T]; X), donc on a
[ L] < [(T'(t +h) =T () (f(t) = f(t+ R))]
< |NT@E+h) =TMR)[fE) = f(E+h)
< 2MCyhY.

Pour estimer I3 on utilise estimation et que f € C7(]0,T); X) alors on a

t+h
15| S/t [AT(E + h = s)|[ [ f(s) = f(t+ h)|l ds

t+h
< C’C’h/ (t+h—s)""ds
¢

< Cyh".

32

(2.34)

(2.35)

(2.36)

Par (2.33)) et les estimations (2.34)) (2.35) et (2.36]) on déduit que t — Awv(t) est holderienne

sur [0, 7.

Le théoréme suivant donne le résultat principal de régularité pour le cas o A est le géné-

rateur infintésimal d’un Cj semi-groupe analytique.

Théoréme 2.6. Soient A le générateur infintésimal d’un Cy semi-groupe analytique (T'(t))i>0

et fe C(0,T]; X).
St w est la solution du probleme (2.20), alors

M Pour tout, 6 >0, Au € CV([5,T); X) et u' € C([6,T]; X).
12 Six € D(A), alors Au et u' sont continues sur [0, T].
1B Siz=0cet f(0)=0, alors Au € C7([0,T); X) et u' € CV([0,T]; X).

Preuve. On a

u(t) = T(t)z + /O T(t — ) f(s)ds = T(#)x + v(t).
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De [2.32|t — AT (t)z est lipschitzienne sur § < ¢ < T pour tout § > 0, donc il suffit de montrer
que t — AT(t)x est dans C7([5,T]; X). On a

o(t)= / T(t - s)(f(s) - f(£))ds + / T(t — s)f(t)ds

=V1 (t) + U2 (t) .

De lemme [2.5 ¢ — Aw(t) est dans C7([0,T]; X). Donc on montre que t — Auvy(t) est dans
CV([6,T]; X) pour tout 6 > 0. On a Avy(t) = (T'(t) —I)f(t) et comme f € CV([0,T]; X) il suffit
de montrer que T'(¢)f(t) € CV([0, T]; X). Pour tout 6 > 0, soit t > 0 et h > 0, alors

T+ WG+ ) = TOFOI < W7+ LS+ 0~ SO + TG+ )~ T
< MW+ Shlfl.

< C1h7.

D’aprés la preuve de théoréme 2.4/ et f € C7([0,T]; X) avec L la constante de Holder et
171 = s 170

Ce qui preuve 1).

Pour 2) notons d’abord que si x € D(A), alors t — AT(t)z € C([0,T]; X). Par le lemme
on a Papplication t — Awv(t) est dans C7([0,7]; X) et comme f est continue sur [0, 7] il reste
a montrer que t — T'(t)f(t) est continue sur [0, 7.

D’aprés 1) on a t +— T'(t) f(t) est continue sur |0, 7). La continuité en ¢ = 0 on trouve

IT@)f(t) = SO < IT(@)F0) = FO) + M f(E) = FOII,

d’ou 2).
Pour montrer 3) on montre que t — T'(t)f(t) € C7([0,T]; X). Alors

[Tt +h)f(E+h) =T@E SO <NTE+MFE+R) = FOI+N(TE+h) =TE) @]

t+h
< MLh" + ‘ / AT(7)f(t)dr
¢

t+h
< MLh" + C’L/ T dr
t

< Ch".
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2.6 Applications

Dans cette partie, on donne quelques applications de ’étude du probléme de Cauchy abs-
trait pour obtenir la résolution de quelques équations aux dérivées partielles.

L’équation d’advection

d—v(x,t) + d—v(x,t) =0,t>0, zeR,
v(z,0) = g(x).

d
On rendre cette équation & (PHCA) en posant u(t) = v(.,t), X = L*(R) et A = — g avec
T
D(A) = H'(R) = {u € L*(R), «' € L*(R)} . Alors, on obtient

u'(t) = Au(t), t>0,
(PHCA)
u(0) = g.

On sait que A est le générateur infinitésimal d’'un Cj semi-groupe défini sur X par
(T(t)g)(z) = glx — 1), v €R, t>0,
On obtient cette résultat

Théoréme 2.7. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t))i>o sur X. Alors
pour tout x € D(A) la fonction qui défini par

u(t) = T(t)z,
est une solution classique de probléme (PHC) .
Démonstration. Voir [I].

Done, pour tout g € D(A) la fonction u qui définie par u(z,t) = (T(t)g)(x) = g(x —t), est une
solution classique de (EA).

L’équation des ondes
Considérons I'équation des ondes qui décrit les phénomeénes de propagation

¢ 72
%—szo, sur 0 x [0,t],
v = 07 sur df) X [07t]7
(EO)
v(z,0) = vy, sur €,
dv
\ %(m’()) =y, sur (1,




CHAPITRE 2. PROBLEME DE CAUCHY ABSTRAIT
ot ) est un sous-ensemble régulier de RY et vy € H?(2) N H(Q), v, € H}(Q).

En posant u = ( Qc]lv ), X = H}(Q) x L*(), D(A) = (H*(Q) N HY(Q)) x H} on

dt
Au:A(ul > = ( e ) et ug = ( vo ).Alors,onobtient
U2 Au1 U1
du
A
at
u(0) = wp.
L’équation de la chaleur dans RV
On considére le suivant
w(t, x) = Au(t, x), t >0, x € RY,

u(0,z) = f(x).

35

(2.37)

Ou f une fonction dans X telle que X = LP(RY) ou bien X = C,(RY). Si N =1 et X = LP(R)

on a D(A) = W?P(R) et D(A) = C(R) si X = Cy(R)
On applique la transformation de fourier on obtient

(&) = — ¢ a(t, ), >0, £ ERN,
@0,€) = f(€).
Telle que la solution de probléme ([2.38)) est

at,€) = fe)e ™,

et par la transformée de fourier inverse, on obtient

u=T()f
ou la famille {T'(t);>0} est un semi-groupe de la chaleur définie par Gaussien
X z—yl?
TON@ =—— [ & # jwdy >0, scRY
(4rt)z Jry

Done, on vérifié que la formule (2.39) est une solution de probléme (2.38)) .

e On note que

T<t>f = Gt*fa

(2.38)

(2.39)
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tel que
1 _l=? dGy
G = ¢ Gi(x)dx =1, t>0, — = AG;.
t<x> (471_25)%6 4 ) /IR;N t(x) T ) 9 dt t

Par I'inégalité de Young on a

1T, < I, t>0, 1<p<+oo.

et on a
Gy € C*(RM)N LP(RY), 1<p< +oo,

ce que implique
u(t,z) = (T(t)f)(x) € C=((0, +00) x RY).

e On vérifie la condition initiale
on a lim u(t,z) = f(x) d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et par
t—0

le semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur BC'R appelé le semi-groupe de Gauss-
Weierstrass

2
aj_
) z -y

(T(t)f)(z) = i /RN e 4 fydy, t>0, reRY et T(0)=1.

Donc T'(t)f — 0+ f dans BCR (I’éspace des fonctions bornées continues de R dans R)
si et seulement si f € BUCR (I’éspace des fonctions bornées uniformément continue de
R dans R).

Le semi-groupe de Gauss-Weierstrass n’est pas un Cy semi-groupe.

Comme u est bornée et différentiable, alors est une solution classique unique a ’équation
de la chaleur dans I'intervalle (0, 4+00) x RY.



Chapitre 3

Les différentes solutions d’une EDA de
second ordre

L’objet de ce chapitre est de présenter des résultats pour le type des solutions d’une équation
différentielle abstraite de second ordre de type elliptique avec des conditions aux limites non
local dans un espace de Holder sans faire des démonstrations (pour plus détails voir[3])

3.1 Position du probléme et Hypothéses

On considére le probléme abstrait suivant
u'(z) + Au(z) = f(z), z€[0,1],

u(0) = uy, (3.1)

u(l) + Hu'(0) = uqp.

X est un espace de Banach complexe, avec les conditions aux limites non locales uy, u; 9 € X.
A, H sont des opérateurs linéaires fermés de domaine respectifs D(A), D(H) dans X et
feC(0,1]; X), avec 0 < vy < 1.

On utilise les hypothéses suivantes :

e Concernant les hypothéses sur les opérateurs A et H, on a

[0, +00[C p(A) et sup||A(A - )\I)_lHL(X) < 400 (H1)
A>0
ce que implique ¢ = —(—A)% est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique
généralisé
D(¢) C D(H), (H2)
Vs e D(H) : A'H¢ = HA ¢, (H3)

e On définit I'opérateur linéaire borné A par
A= —2H¢pe® +1 — %
0 € p(A), (H4)

37
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3.2 Les types des solutions du probléme (3.1

Définition 3.1. Le probleme (3.1) admet trois types de la solution .

e Une solution semi-classique u du probléeme (3.1) est une fonction qui vérifiée
w e C(0,1; X) N C([0,1[: X) N C([0, 1] D(A))
et satisfaite le probleme (3.1)) .
e On dit que u est une solution semi-stricte de probleme (3.1)) si elle vérifiée
u € C([0,1]; X) N C([0,1]; D(9))
e Une fonction u est dit solution stricte de probléme (3.1)) si
u e C*([0,1]; X) N C([0,1]; D(A))

et vérifie le probleme (3.1)) .
De plus, quand H = 0 et sous ’hypothése , u admet une solution stricte si et seulement

St Ug, U1,0 € D(A) et f(O) — AUO, f(l) — Aul,O € D(A)

3.3 Résultat principal

Théoréme 3.1. On suppose que les hypotheéses (H1) ~ (H4) sont vérifiées et ug, uy o € D(A),
feC(0,1; X), 0 <~ < 1. Alors

e [l existe une solution u est une solution semi-classique de probleme (3.1)) si et seulement

St

Aug — f(0) € D(A)

e Le probleme (3.1) admet une solution u semi-stricte si et seulement si

AUO - f(O) € (A)7

Ho™ [Aug — f(0) + J5] € D(¢) et

$HG™ [Aug — f(0) + Jy] € D(A).

e Le probléeme admet une solution u solution stricte si et seulement si

Aug — f(0) € D(A),
Ho¢ Aug — f(0)+ J¢] € D(A) et

¢*Ho™ [Aug — f(0) + J¢] — [Auro — f(1)] € D(A).

Telle que J; = gb/ol e**(f(s) — £(0))ds.

Preuve. Voir [3].
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Cas particulier
On considére le probléme suivant dans le cas ot 'opérateur H = o, o € C/ {0}
u'(x) + Au(z) = f(z), x € [0,1],
u(0) = uyg, (3.2)

au'(0) + u(l) = u 0,
Nos hypothéses sur 'opérateur A est

A est un opérateur fermé danx X, o(A) C|] — o0, 0[ et

pour tout 6 €]0,7[, sup [|A(A— A < 400
AESy

)_1HL(X)

Donc, on a le résultat suivant

Théoréme 3.2. Supposons que ug,uro € D(A) et f € CV([0,1]; X) et I’hypotheése soit
vérifiée. Alors

e le probleme (3.2)) admet une solution u semi-stricte unique si et seulement si

Aug — f(0) € D(A).

e le probleme (3.2)) admet une solution u stricte unique si et seulement si

Aug — f(0) € D(A),

Aug — £(0) + J; € D(9) et aé [Aug — F(0) + Jj] — [Aurg — f(1)] € D(A).

3.4 Application

Exemple 3.1. Soit H un opérateur linéaire dans X = C([0,1]) défini par
D(H) = {v € C*([0,1]);v(0) = v(1) = 0}
Hv =", wve D(H).

Pour ¢ > 0 fizée, posons

A=—H*—cl,
telle que A satisfait les hypotheses (3.3)) et . De plus, car
D(A) = {v e C*([0,1]); v(0) = v(1) =2"(0) = v"(1) = 0}
Av = —v®W —cv, v e D(A).

alors, on peut étudie le probléeme non local d’EDP suivant
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( d?u d*u

@(r,y)—d—w(%y)—w(%y)=f(:c,y), (z,y) € (0,1),

d*u d*u

u(z,0) =u(x,1) = a0 ——(7,0) = a0 ——(2,1)=0, z¢€(0,1),

u(0,y) = uo(y), v € (0,1),

U(Ly)+dd32 (0,y) =wu0(y), y€(0,1).

\

On a D(A) n’est pas dense dans X = C([0,1]) car

D(A) = D(H) = {v e C([0,1]); v(0) =v(1l) =0} et Da(v/2,00) ={v € C7([0,1]);

Donc, on peut appliquer le théoréme . Alors, on obtient

Théoréme 3.3. pour toute, f € C7([0,1]; X), ug,u1o € C*([0,1]) tels que
uo(0) = uo(1) = ug(0) = ug(1) = 0,
u10(0) = uyo(l) = u’l’,O(O) = U/1/,0(1) = 0 vérifiant.

Alors, on a le probléeme (3.4)) admet une solution u semi classique unique.

Siu(.)+ £(0,.) € C([0,1]) et ul(0) + £(0,0) = u{” (1) + f(0,1) = 0.

v(0)

v(1)

0} .
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Résumé

Résumé

Ce travail présente les différents types des solutions pour des équations différentielles
abstraites (a coefficients opérateurs) dans I'espace de Holder et 'espace L'. La premiere
partie étudie ces solutions pour le probléme de Cauchy abstrait et la deuxiéme partie de
travail présente deux types des solutions ( semi-classiques, stricte) pour une équation
différentielle abstraite de second ordre de type elliptique.

Mots clé : Solution classique, solution stricte, solution mild, équation différentielle abstraite,
semi-groupe analytique.

Abstract

This work presents a differents types of solutions for abstract differential equation in Hélder
space and L'.The first parts studies these solutions for abstract Cauchy problems. The
second part treats two types for second order elliptic abstract differential equation.
Keywords : Classical solution, strict solution, mild solution, abstract differential equation,
analytic semi group.
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